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ЭЛЕМЕНТАРНАЯ 

АЛГЕБРА. 
Уч. Ком, М. Н. Пр. допущена въ хачествь руководства для гимнази, 
мужскихь и женскихь, и реальныхь училищъ („Журн. М. Н. Пр“, 1913 
апрьл ). Рекомендована Учебн. Ком. при Св ‚Синод для употребленя 
въ духовныхь соминаряхь въ качествь учебнаго пособя  „Церк. ВЪд.“, 
1893, № 32); одобрена Деп. Торг, и Мануф. какъ пособе для коммер 

ческихь училищь (оть 30 мая 1898 г.)., 

Для кадотскихь корпусовь рекомендована, какь руководотво. 

Издаще двадцать седьмов. 

Издан!е Т-ва 

ПОДЪ ФИРМОЙ 

„В. В. Думновъ—насл. Бр. Сапаевыхь“ 

Е 38 

МОСНВА. 

Типо рафя Т-ва Рябушиискихъ, Страсгн. бул. д. П. И. Рябушинскаго, 
1915. 



Преднслов!е нъ 23-му издан!ю. 

Настоящее издаще является значительно переработаннымъ 
сравнительно сь предыдущими. Существенному измьненю под- 
верглось прежде всего изложен!е отрицательныхъ и положитель- 
ныхь чиселъ, а также чиселъ несоизмфримыхъ, 

Прежняя, искусственно введенная, условность въ изложени 
чиселъ отрицательныхъ теперь устранена; въ настоящемъ издан{и 
числа эти разсматриваются конкретно, какъ символы для выра- 
жен1я величинъ, имьющихъ «направлен]е», т.-е. такихъ величинъ, 
которыя могуть быть понимаемы въ двухъь противоположныхь 
смыслахъ. Хотя въ такомъ вид$ изложеше теряеть ту краткость, 
которую оно имло прежде, но зато оно въ значительной степени 
выигрываеть въ ясности и въ легкости усвоен!я, да и потеря 
въ краткости отчасти вознаграждается тзми сокращен!ями 
въ дальнЪйшемъ курсЬ (при изложен!и первыхъ четырехъ алге- 
браическихь дЬйствЙ и изслфдовашя уравненй), как я воз- 
можно было ввести благодаря болЪфе подробному изложено 
отрицательныхъ чиселъ. 

О несоизмфримыхъ числахъ въ прежнихъ издан!яхъ давалось 
поняе, какь о предзлЪ нфкотораго ряда соизмёримыхь 
чиселъ. Такое изложене страдало прежде всего логическимъ 
недостаткомъ, извфстнымь подъ назвашемь чзаколдованнаго 
круга» (стсиз уН1031$), такъ какъ несоизмЪримое число опре- * 
дълялось при помощи предЪла, тогда какъ понят о число- 
вомъ предфлЪ уже предполагаеть предварительное установлен!е 
понят!я о несоизм5римомъ числЪ и о разности между несоиз 
мЪримымь числомъ и соизмЬримымъ. Въ настоящемь издани 
понят о несоизм5римыхь числахъ и о дЬйствяхъ надъ ними 
устанавливается независимо оть понят!я о предфлф. Конечно, 
въ среднихь классахь гимназй (и другихъ соотвфтствующихь 
учебныхь заведенй) нЪфть возможности дать вполн8 строгую 
теорно неизм5римыхъ чисель. Однако можно и должно тре- 
бовать, чтобы то элементарное понят!е, которое сообщается уча- 
щимся въ этихь классахь о несоизмЪримыхъ числахъ, не нахо- 
дилось бы въ противорьчи съ научной теорей ихъ. Это мы и 
стремились выполнить въ настоящемъ издаши алгебры. 
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Съ цьлью удовлетворить запросы наиболЪе' пытливыхъ учени- 

ковъ, особенно тЬхъ изъ нихъ, Которые предполагають продол- 

жить свое математическое образоваше въ высшемъ учебномъ заве- 

ден!и, мы сочли полезнымъ помъстить въ концЪ книги, въ видЪ 

особаго приложеня, болфе строгое и подробное изложен1е теор!и 

несоизмфримыхь чиселъ, именно теор!и, установленной Деде- 
киндомъ; теор!я эта представляется намъ болЪе доступной 

пониманию учащихся, чфмъ теор№и Мере-Кантора, Вейер- 

штрасса и др. 
Изложен!е какъ чиселъ отрицательныхъ, такъ и несоизмри- 

мыхъ ведется нами все время при помощи графическаго пред- 
ставлен!я чиселъ на числовой прямой, и, слфдовательно, иллю- 
стрируется соотвфтствующими наглядными чертежами. 

Все вообще изложен!е элементарной алгебры было подвергнуто 

нами тщательному пересмотру съ цфлью вездЪ, гдф возможно, 
улучшить изложен!е какъ со стороны его простоты, ясности и 
убЪдительности, такъ и со стороны отдфлки словесной формы. 

Укажемъ, напр., на улучшен!е изложения свойствъ равенствъ 

и уравнен!й (88 106, 108, 110), изслёдован!я уравнений 1-й сте- 

пени ($8 140—148), основныхь свойствъ извлечения корней 

(88 162—165), главнЪйшихь свойствъ неравенствъ (8$ 259—263). 



Изъ предислов!я къ 25.му изданию. 

Задача, иллюстрирующая умножен!е алгебраическихъ чисел 
(© желЪзнодорожномъ поЪздф), помфщавшаяся прежде мелкимъ 
шрифтомъ въ конц главы объ умножени (8 33), теперь отне- 
сена къ самому началу этой главы ($ 29) и помфщена въ обык- 
новенномь шрифт; при такомь порядкЪ изложеня, прежде 
установлен я правилъ умноженя положительныхь и отрица- 
тельныхъ чиселъ, учащимся дается конкретное представлеше 
о пользЪ этихь правилъ; оть этого, конечно, изложен!е стано- 
вится болфе понятнымъ, 

Теорема о дЪлимости многочлена, цфлаго относительно #, на 
разность 2—а ($76) теперь доказывается иначе, помощью раз- 
смотрфн!я самаго процесса дфлешя. Прежнее доказательство, 
подкупавщее своей простотой, оказывается не вполнЪ строгимъ 
(© чемъ теперь сдфлано замфчаше въ выноск\). 

Упрощено изложение основныхъ ' теоремъ о равносильности 
Уравненй (88 108 и 110).. Упрощене достигнуто тфмъ, что 
теперь въ текстЪ самихъ теоремъ говорится только о приба- 
влени къ частямъ уравнен!я одного и того же числа и объ 
умножен!и частей уравнен!я на одно и то же число (отличное 
оть нуля), тогда какъ прежде добавлялось еще о прибавлени 
алгебраическаго выражешя и объ умноженши на алгебраическое 
выражен, при чемъ это выражене могло содержать въ себЪ 
неизвфстныя, или не содержать ихъ. Теперь это добавлене раз- 
смотрфно особо, боле обстоятельно, въ замфчаняхь къ теоре- 
мамъ. 

8 146, озаглавленный «Кажущаяся неопредёленность», пе- 
редфлань теперь заново. Въ прежнемь изложен возмож- 
ность сокращать члены дроби на общаго множителя, обращаю- 
щагося ‘зъ 0 при частныхъ значен!яхъ буквъ, допускалась безъ 
всякихъ оговорокъ, какъ сама собою очевидная; въ этомъ за- 
ключалась, конечно, ошибка, такъ какъ сокращен!е на 0 не- 
возможно. Теперь вопросъ разобранъ болфе обстоятельно (на 
сколько это возможно въ курсЪ элементарной 'алгебры). 

Изложен!е 8 224 («Значеше общихъ формулъ корней ‚квад- 
ратнаго уравневйя при а==0) нЬсколько измфнено въ зави- 
симости оть измЬненнаго изложеня «Кажущейся неопредьлен- 
ности». 
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ДвЪ основныя теоремы о равносильности неравенствъ, содер- 

жащихь неизвЪстныя (88 261 и 262), изложены теперь иначе, 

въ соотвЪтстьи съ измЪненнымъ изложенемъ подобныхъ те0- 

ремъ о равносильности уравневй (83 108 и 110). 

Упрощено изложен!е «НЪкоторыхь свойствъ логариемовъ» 

($ 299), такъ какъ теперь разсматривается только тоть случай, 

когда основан! логариемовь больше 1, тогда кахъ прежде раз- 

сматривался и случай, когда это основаме меньше 1. Теперь 

посльдыйй случай отнесень къ мелкому шрифту, 



Предислов!е къ 27-му издано. 

Изъ особенностей этого издан!я укажемъ (въ порядк слЪ- 
дован!я параграфовъ) слЬдующ!я: 

$$ 43 и 44. Изыфнено, согласно замфчаню Уч. Ком. Мин. 
Нар. Пр., опредълевие одночлена. 

$ 97. Обратная теорема («Если произведен!е двухъ чиселъ 
равно произведеню двухъ другихъ чиселъ, то...») изложена 
боле подробно и вразумительно. 

$ 114. НЪсколько дополнено (обобщено) изложене объ ура- 
вненяхъ, содержащихъ въ знаменателяхъ неизвЪстныя. 

$ 220. Рьшеше примЪфра 5-го (найти значеше дроби, обра- 
щающейся въ °/,) изложено въ ббльшемъ соотвфлствм съ $ 146 
(«Кажущаяся неопредфленность»). 

$ 224 («Зназеше общихъ формулъ корней квадратнаго ура- 
внеНя при а= 0») изложенъ болЪфе обстоятельно, при чемъ 
этоть параграфъ разбить на два: 224 и 224, а. 

Въ $ 235 («Общ способъ освобожден!я уравневйя оть 
знаковъ радикала») взять другой примЪфръ, болфе удобный, 
чЪмъ прежде, и кромЪ того (согласно замфчан!ю прив. доц. 
С. 0. Шатуновскаго, помъщенному въ № 607 «Въстника опыт- 
ной физики и элементарнои малематики») сдЪлано одно важное 
дополнеше и приведенъ новый примЪръ. 

Въ $ 236 («Приведен!е знаменателя дроби къ ращюналь- 
ному виру») взягь иной примЪръ въ соотвЪтствйи съ прим$- 
ромъ $ 235. : 

$ 238. («Преобразован!е сложнаго радикала»). Излагав- 

шаяся прежде лемма о равенствЪ: а-- УЪ=а,--УЪ, теперь вы- 
пущена, вслЪдств!е чего изложене н$сколько’упрощено и со- 
кращено. 

Вьъ $ 310 («По данному числу найти логариемъ») ньсколько 
измЪнено объяснене нахожденя Гоё 74,2354 и добавлено (мел- 
кимъ шрифтомъ) обобщене према нахожденя на общий случай 
Тов (п--Ъ). 

Добавлены (мелкимъ шрифтомъ): $ 311, а («Предфль по- 
гршности приближеннаго логариема») и 311, Ъ («Случай, 
когда данное число неточное»). 

Въ $ 312 нЪсколько измЪнено объяснене нахождешя числа 
по данному логариему 2,59449 и добавлено (мелкимъ шриф- 
томъ) обобщене према на какой угодно 5-тизначный лога- 
риемъ. 
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Добавленъ (мелким шрифтомъ) $ 313, а. («Предъль по- 
гршности числа, найденнаго по данному логариему»). 

Въ $ 316 примфръ 1-й (на вычислене помощью логарие- 
мовъ) взять иной, боле удобный, при чемъ добавленъ $ 316, а 
(мелкимъ шрифтом), въ которомъ находится предфлъ погрыш- 
ности числа, найденнаго въ примЪръ 1-мъ. Примфры 2-й и 3-й 
оставлены прежше, но сдланы къ нимъ добавлен!я (мелк. шр.) 
о предъль погрЪшности. 

Къ $ 347 добавлена выноска, въ которой объяснено, почему 
Число т, заключающееся между двумя данными конечными де- 

„сятичными дробями, будучи развернуто въ непрерывную дробь, 
должно сохранить вс частныя, общ я этимъ десятичнымъ дро- 
бямъ, также развернутымъ въ непрерывныя дроби. 

Прежнее «Приложеше 2» (въ концЪ книги, о предьль по- 
грЫшности, совершаемой при вычислени помощью пятизнач- 
ныхъ логариемовъ) теперь выпущено, такъ какъ содержане 
этого приложен!я (въ нЪсколько упрощенномъ видЪ) отнесено 
теперь частью къ $ 311, а, частью къ $ 313, а. ВзамЪнъ того 
теперь помфщено новое «Приложене 2», въ которомъ изла- 
гается нахожден!е верхняго предфла погрьшности, совершае 
мой вслЪдстве допущен! я пропорцпональности разностей между 
логариемами разностямъ соотвётствующихъ чиселъ. 
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ОТДЪЛЪ 1. 

Предварительныя понят. 
ГЛАВА 1. 

'Алгебраическое знакоположен{!е. 

1. Употреблен!е буквъ. 1°. Дляобобщен1я за- 
дачьъ. Если желають указать, какъ рёшаются задачи, сходныя 

между собою по условлямъ, но различаюнйяся только величиною 

данныхь чиселъ, то обыкновенно поступають такъ: обозначають 
данныя числа буквами (латинскаго или французскато алфавита 1) 

п, разсуждая совершенно такъ, какъ если бы дапныя были вы- 
ражены числами, указывають посредствомь знаковъ, кая дЪй- 
сотня надо произвести надъ данными числами и въ какой по- 

слфдовательносли, чтобы получить искомое число. При этомъ, 

обозначивъ одпо число какою-нибудь буквою, друйя числа 

обозначають пными буквами, чтобы не смЪшать одного числа 

съ другимь. 
Пусть, напр., мы желаемъ узнать, какъ рёшаются задачи, 

сходныя съ такой: 15 рабочихъь окончили нЪкоторую работу 

ВЪ 20 дней. Во сколько дней окопчили бы ту же работу 10 че- 

ловфкъ? Для отого предлагаемъ задачу въ общемъ видЪ: 

а рабочихъ окончили ифкоторую работу въ # дней. Во сколько, 

дней окончать ту же работу 6 рабочихъ? 

Рёшимъ эту задачу приведешемъ къ единиц. Если а рабо- 

чихь оканчивають работу въ & дней, то 1 рабочему нё выполнене 

1) Употребительны также и буквы греческаго алфавита, чаще всего 
сяЪдующия: < (альфа), В (бэта`, у (амма), 8 (дельта), = (эпеилонъ, 6 (тэта), 
= (шо), р (ро), $ (фи), ® (омега). 

А. Киселеръ Аагобра, 1 
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Ха 
той же работы понадобится {жа дней, а В рабочимъ дней. 

ъ 

Обозначивъ искомое число дней буквою х, можемъ написать: 

в {Ха 
ъ- 

Равенство это наз. алгебраическою формулою; 

оно выражаеть, что искомое число д получится, если число дией 
умножить па число рабочихь, данпое въ услов!и задачи, и раз- 

дЪлить па число рабочихъ, дапное въ ея вопросз. 

2. Для выражен!я свойствъ чиселъ. Если 

зкелаемъ кратко выразить, что нЪкоторое свойство принадлежить 

не какимъ-нибудь отдЪльнымъ числамь, а всЪмъ числамъ, или 

трупиф чиселъ, то обыкповепно числа эти обозначають буквами. 
Такъ, свойство, что произведеше двухъ чисель не измняется оть 
перем$ны порядка сомпожителей, можно выразить равенством: 

ахь=ь ха. 

Это равенство есть алгебраическая формула, 

выражающая, что произведен1е какого-нибудь числа а на другое 

какое-нибудь число $ равно произведешю этого другого числа 6% 
на первое число а. 

2. Алгебраическое выражен!е. Формула. 60- 
вокупиоеть чиселъ, изъ которыхъ веЪ или только иЪкоторыя 

выражены буквами ин которыя соединены поередетвомь зна- 
ковъ, указывающихь, каыл дЪйствял и въ какой послЪдо- 

вательноети падо произвести надъ этими чиелами, называется 
алгебраическимь выражешемъ (или просто выраженямъ). 

Таковы, нанр., выражен я: 

5, ахь; 2.а-5. 

Вычислить алгебраическое выражене для данныхъ чис- 

ленныхъ значевй буквъ значить подставить въ него на мЪето 

буквъ эти значеня п произвести указанныя дЪйств!я; число, 

получившееся посл этого, наз. численною величи- 
пот алгебраическато выражешя (для даппыхъ значен!й буквъ). 
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Токъ, числениая величипа перваго изъ указанныхь выше выра- 

женй при #=20, а=15 и Ь—=10 есть 30. 

Два алгебраичесыя выражешя, соедипенныя между в0бою 

знакомъ равенства или неравенетва, образуютъ алгебраическую 

формулу; напр.: 

ах =ЬХа; а Г>а. 

8. Тождественныя выражен1я. Два алгебраичесмя 
выражешя, наз. тождественными, если при всякихь 

численныхь значешяхь буквъ, входящихь въ эти выражен я, 

они. имфють одпу и ту же числепную величину. Таковы, 
напр., выражешя: 

ха а. 
ъ и Ху 

4. Предметъ алгебры. Алгебра указываеть различные 
способы, посредствомъ которыхь одно алгебраическое выраже- 

не можеть быть преобразовано въ другое, тождественное ему. 

ЦФль такого преобразованя можеть быть различна: 

_или 1) упрощене алгебраическаго выражен!я, т.-е. замфна 
одного выраженя другимъ, содержащимъ мепышее число дфй- 

ств, или боле простыл дЪйствя; 

или 2) приведеше алгебраическаго выражевя къ виду, удоб- 

ному для обнаружея какихъ-либо свойствъ его; 

или 3) приведене алгебраическаго выражешя къ виду, удоб- 

ному для запоминашя. 
О другихъ сторонахъ алгебры будеть сказано впослфдетьи 

($ 105). 

5. ДЪйствйя, разематриваемыя въ алгебръ, 
слздующия: сложеше, вычитаве, умножене, дЪлене, возвы- 

шене въ степепь и извлечеше корня. Опредвлен1я первыхъ пяти 

ДЪйствЙ извЪетпы изь арнеметики, а именно: 

Сложенте есть дЪйстые, посредствомъ котораго нзеколько 

данныхь чисель соединяются въ одпо число, называемое ихъ 
суммой. 
Вычитан!е есть дЬйстве (обратное сложешю), посред- 

ствомъ котораго по данпой сумм (уменьшаемому) и одному 
1* 

ахь и БХа. 
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слагаемому (вычитаемому) отыскивается другое слагаемое (оста- 

токь или разность). 

Умножен1е на цфлое число есть дЪйстве, 

посредствомъ котораго одпо данное число (мцожимое) повто- 

ряется слатаемымъ столько разъ, сколько едипиць въ другомъ 
данпомъ числ (во мпожител$); умпожен1е па дробь 

есть дЪйств!с, посредствомъ котораго отыскивается такая дробь 
множимаго, какую множитель составляеть оть единицы. 
Дъленте есль дйствае (обратное` умноженио), посред- 

ствомъ котораго по данному произведению (дфлимому) и одному 
сомножителю (дЪлителю) отыскиваегся другой сомножитель 
(частное). 

Возвышен1е въ степень есть дЬйстве, посред- 

ствомь котораго находился произведен1е н%сколь- 
кихъ одинаковыхъ сомпожителей; такое произ 
веден!е пазываеся степенью, а число одпнаковыхь 
сомножителей—п оказателемъ степени. Такь, воз- 
высить 2 въ четвертую стопепь значить найти произведене 
2.2.2.2 (оно ‘равно 16); 16 есть четвертая степень двухъ, 
4—показатель этой степени. Вторая ‘степень называется иначе 
квадратомъ, третья—кубомъ. 
Первою степенью числа называютъ само 

это число. 
Шестое дЪйстве—извлечете корня—опредфляется такъ: 
Извлечен1е корня есть д йств1е (обратное 

возвышению въ степень), посредствомъ котораго 
по данной степени и показателю этой 

степени находится возвышаемое число. 
НапримЪрь, извлечь изъ 8 корень третьей степени значить найти 

число, котораго 3-я степень равияется 8; такое число есть 2, 
потому что 2.2.2=8; корепь второй степени изъ 100 ость 10, 
потому что 10. 10=100. Корень второй степени пазывастся ниаче 
квадратнымъ, акорень третьей стспени—к убичны м. 

6. Знаки, употребляемые въ алгебрф. 1°. Для 
обоЗначен:я д йствтЙ. Въ алгебр для обозначен1я 

первыхъ четырехъ дЪйстваЙ употребляются тБ же зпаки, какъ 
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и вь ариометикВ; только знакь умножешя обыкповенно не 
пишется, если оба сомпожителя или одинъ изъ нихь выражены 
буквами; напр., вмЪото того, чтобы писать ахф или а .Ь, обык- 

повенно пишуть аб и вмЪсто 3.а просто За. 

Возвышеше въ степень обозначается помфщешемъь показа- 
теля степеци падъ возвышаемымъ числомъ, сь правой стороны; 
напр., 2% обозпачаеть, чго 2 возвышается въ 4-ю степень. 
При всякомь числ можно подразумФвать показателя 1; 

напр., а все равно, что 41, потому что первая степень какого- 
вибудь числа, по опредфленио, есть само это число. 
Извлечене корня обозначается зпакомь }/`_; подъ его гори- 

зонтальной чертой пишутъ то число, изъ котораго надо извлечь 
корень, а падь отверсмемъ угла ставять показателя корня; 

напр., И 8 означаеть корень 3-й степени изъ 8. 
Квадратный корень принято, писать безъ показателя, 

г.-е. такь: 85, У100 итд. 

2. Для указаная равенства или неравен- 
ства чисельъ. Какъ знаки соотношенй между численными 
величинами употребляются: знакь равенства = изнакъ, 
неравенства >>, обращаемый отверсмемь угла къ боль- 

шему числу. Напр., выраженя: 

5-+2=7, 5+2>6; 5+2<10 

читаются такь: 5-2 равпо 7, 5-2 больше 6; 5--2 мепьше 10. 

Иногда помфщають два знака другь подъ другомь; напр., 
выраженя: 

1) =, 2) а=5; 3) «5 

означаютъ: 1) «больше или равно 6; 2) а больше или меньше 5; 

3) а плюсь или минусъ В. 

Употребительны еще знаки 52, №, 4, получаемые перечер- 
кивашемъ знаковъ равенства пли перавенства. Такое перечер- 
киване озпачаеть отрицан1е того значешя, которое 
придается знаку пеперечеркпутому. Такъ, знакъ 5 означаеть: 
«не равно», знакъ < означаеть «не больше» и т. п. 
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3°. Для указан1я порядка д йств1й. Если 

зкелають выразить, что, совершивъ какое-либо дЪйств1е, падо 

надъ полученнымь результатомь произвести снова какое-либо 
дЪйств1е, то обозначене перваго дЪйств!я заключають въ 

скобки. Напр., выражеше: 

20—(10-2) 

означаеть, что изъ 20 вычитается не 10, а сумма оть сложешя 

10 съ 2; сл$д., при вычислеши этого выражен1я надо сначала 

сложить 10 и 2 (получимъ 12) и зат6мъ полученную сумму вы- 

честь изъ 20 (получимъ 8). 
Когда приходится заключить въ скобки такое выраженше, 

ЪЪ которомъ есть свои скобки, то новымъ скобкамъ придають 
какую-пибудь другую форму для отлия ихь оть прежнихъ. 
Наприм$ръ, выражене: 

а [6 —[с--(4—6)]} 

означаеть, что изъ 4 вычитается е, полученная разность при- 
кладывается къ с, полученная сумма вычитается изъ % п на эту 

разность умножается а. 
Скобки такой формы: () обыкновенно назыв. малыми, 

такой: [] прямыми и такой: { } фигурными, 

7. НЪкоторыя замЪчан!я относительно упо- 
требленйя скобокт. 15. Такь какъ употреблеше скобокъ 
иметь цифлью указать, въ какомъ порядк® надо производить 
дЪйстья надъ числами, то скобки отбрасываются во всфхъ 
тЬхь случаяхь, когда и безь нихь не можеть быть въ этомъ 
отношеши недоразумья. Напр., скобки не ставятся при 0бо- 
значеши послфдовательныхъ сложенй, вычитан!й, умноже- 
в; такъ: 

выфото [(а-НЬ)--е]--а пишуть а-Нь-е-а 
> (аа > а— 5-4 
»  [(5)е 9 › аа. 

Въ этихь случаяхь порядокъ дЪЙствЙ указывается самимь 
выражешемъ (слЪва направо). 

20. Горизоптальная черта, употребдяемая для обозначеня 
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двлешя или для извлечея корня, замЗняеть собою скобки; 

такъ выражешя: 

9 пу 
означають то же самое, что и выражешя: 

(если только черта берется достаточной длины). 
35. Кром того, чтобы уменьшить число случаевъ, когда, падо 

писать скобки, условились держаться слфдующаго правила. 

Правило. Алгебраическое выражен1е пи- 

шутъ безъ скобокъ, если при его вычисле- 
н1и д йств1я должны сл довать въ такомъ 

порядк$: сначала возвышен!е въ степень 
и извлечен1е кория (конечно, еслиэтидЪйств1я указаны), 

зат мъ умножен!е и д лен1е, и, наконецъ, 

сложен1е и вычитан{е. 
Если же пужно указать иную послдовательность дЪйствй, 

или если поимфпеше указаннато правила возбуждаеть кавя- 

либо сомнзыя, то пользуются скобками. 
Напр., въ такомъ выражени, написанномъ безъ скобокъ: 

а? е 

указаны 3 дФйствя: умножеще, возвышен!е въ степень и сло- 

жене. Согласпо правилу эти дЪйствя должны быть произве- 

дены въ такой послфдовательности: сначала возвышеше въ сте- 
пень, потомъ умножен!е и послБ сложеше. Итакъ, надо .сна- 
чала, возвысить въ квадратъ; но что возвысить: только ли число Ъ, 

или произведеше аб? Конечно, только чиело 6, такъ какъ если бы 

требовалось возвысить въ квадрать произведене аб, то сначала, 
надо было бы сдфлать умпожен!е (а на 5), а затмъ возвышене 

вь квадрать, т.е. надо было бы совершить дфйств!я въ порядкё 

чномъ, чёмь указапо въ правилЪ, и тогда нужно было бы поста- 

вить скобки, именно такъ: (05)?. Посл возвышеншя И въ квадрать, 

надо перейти къ умпожешю. Но что умножать: а на $?, или & 

на, сумму 5?--с. Конечно, а на Ъ, такъ какъ если бы требовалось 

умножить а па сумму 5?--с, то сначала падо было бы сдфлать 
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сложене чиселъ $? и с, а затБмъ уже умпожене, т.-е. тогда 

дЪйствя должны были совершаться въ порядкЪ иномъ, чёмъ 

указано въ правил, и, слЪд., нужно было бы поставить скобки, 

а именно, написать такъ: а(5?--с). 

Если дапо выражене а:6е, въ которомъ только два дЪй- 

стя: дЪлеше и умножеше, то остается невыясненнымь, какое 

изъ этихъ дЪйствйЙ должно быть выполнено сначала (такъ какъ 

въ указанномъ выше правил объ этомъ ничего пе говорится); 
для избфжашя недоразумвшй въ подобныхь случаяхь лучше 
ставить скобки; если мы напишемь такъ а: (66), то спачала 

надо $ умножить на с, а зат6мъ разд®лить а па произведено 6с; 

если же скобки поставимъ такимъ образомъ: (а : Б)е, то прежде 

придется раздФлить а на В, а затБмъ это частное умножить па с. 
Вирочемъ, выражеше а:6е, паписанное безъ скобокъ, приия- 

то понимать въ смысл а: (66), т,-е. что надо сдфлать сначала 

умножеше, а потомь дЪлеше. 

ГЛАВА И. 

Главнфйийя свойства первыхъ четы- 
рехъ ариеметичеекихъ дЪйествий. 

8. Свойства прямых дЪйетв!Й: сложен!я и 
умножен1я. Изъевойствъ этихъдЪйствЙ укажемъ слдуюция: 

10. Сумма не измЪпяется отъ перемЪны порядка слагаемыхь. 
Напр., сумма 7--3--2 равна 12; если измнимь какъ бы то 

ни было порядокъ слатаемыхъ, напр., такь: 32-7, то получимь 
все ту же сумму 12. 

Свойство это въ примфненш къ тремь слагаемымь можно 
выразить такою буквенною формулой (обозначая буквами а, 
Ь и с кавмя-нибудь три числа): 

а-о-Не=а-е-=6-На-не=ф-Не-на: 

Это свойство посить пазваше перемфетительнаго, такъ какъ 
оно состоить въ неизмфняемости суммы отъ перем щен1я 
слатаемыхъ. 

2°. Сумма не измЪнится, если кащя-либо слагаемыя мы. 
замфнимъ ихъ вуммою. 
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Напр., сумма 12--3--7. равная 22, ие измВиитоя, если въ ней 

кажля-нибудь слатаемыя, напр., второе и третье, замЪнимъ ихъ 

суммой: 12--(3--7)=12--10=29. 

Свойство 010 пазывается сочетательнымъ, такъ какъ оно 
состоить въ томъ, что нзсколько слатаемыхъ, не измняя суммы, 
мы можемь сочетать (соединять въ одно число). 

ЗамЪтимъ, что заключене въ скобки н®сколькихъ слатаемыхъ, 

начиная съ перваго, нисколько пе измфняеть смысла выра- 
жешя; лакъ, (12--3)--7 означаеть совершенно то же, что и 

12-+-3--7, а имено, ч1о къ 12 прибавляется 3 и затЪмъ къ 

полученной сумм прикладывается 7. 

Въ примфнеши къ тремъ слагаемымь сочетательное свойство 
можно выразить такой формулой: 

а-НЬ-Не=а--®--0). 

Читая это равенство сирава палЪФво, т.-е. такъ; а--(ф-ре)= 

=а-Н5--с, мы можемъ высказать то же сочетательное свойство 

въ другой словеспой формЪ: 
чтобы къ какому-нибудь числу приба- 

вить сумму, достаточно прибавить кь 

этому числу каждое слагаемое суммы 
одно за другимъ. 

Изъ сочетательнаго свойства слфдуеть: чтобы вычис- 

лить сумму нЪоколькихь слагаемыхъ, 
можно разбить эти слагаемыя на как! я 
угодно группы, произвести сложен1е въ 
каждой групп отдВльно и зат%мь полу- 

ченныя суммы соединить въ одну. 
30. Произведене не измЪпяетея отъ перемфны порядка 

вомножителей. 
Такъ: Виа 

Вообще: ь 

Это переметительное свойство умпожешя доказано вт 

въ ариеметикз сначала для цфлыхь чисель, а затБмъ и для 

дробей. 

40. Произведен!е ие измЪнитея, еели какихъ-либо сомножите. 

лей мы замфнимъ ихь произведешемъ. 
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Напр., произведене 7.2.5, равное 70, останется безъ из- 

м$неня, если сомпожителей 2 п 5 замВнимъ ихь произведе- 

н1емъ: 7.(2.5)=7 . 10=70. 

Замфтимъ и тутъ, что выражешя (7.2).5 п 7.2.5 озна- 
чають одно и то же, ‚а именно, что 7 умножается на 2 и затВмъ 
полученное произведене умножается на 5. 

Вь прим$неши къ произведенно трехь сомножителей сочета- 

тельноесвойство умпожешя можно выразить такимь равенствомъ: 

афе==а(Ъс). 

Читая ото равенство справа палЪво, мы можемъ то же соче- 
тательное свойство выразить иначе: 
чтобы умпожить какое-нибудь число (а) 

на произведен1е (с), достаточно умножить 
это число па перваго сомножителя (полу- 
чимь 76), результатъ умножить на второго 
сомножителя (получимъь абс) и т. д. 

'Изъ сочетательпаго свойства умпожешя слёдуеть: чтобы 

вычислить произведен1е нёосколькихъ 
сомножителей, можно разбить этихъ со- 
множителей на как!я угодно групны, про- 
извести умножен1е въ каждой групи 

отд льно и полученныя произведен1я пе- 

ремпожить. 
5°. Чтобы умножить сумму на какое-пибудь чиело, доста- 

точно умножить па это число каждое слагаемое отдфльно и 
полученныя произведен1я сложить. 

Такъ, чтобы умножить сумму 300--20--5 (т.-е. число 325) 

на 8, достаточно умножить на 8 отдфльно 800, 20 и 5 и полу- 

ченныя числа сложить. 
Это свойство произведешя называется раепредфлительнымъ, 

такъ какъ оно состоить въ томъ, что дЪйств!е умножешя, произ- 

водимое надъ суммой, распред% ляется на каждое 
слагаемое. 

Въ примЪнеши къ суммЪ 2-хь слатаемыхь это свойство мокио 

выразить такой формулой: 

(а-НБуе=ас-Е5с. 
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Такь какь произведее не мВияется оть перемВны порядка 

сомножителей, то формулу эту можно писаль и такъ: 

с(а-ЕЪ)==еа-Н 6. 

Поэтому распредзлительное свойство иногда высказывають 
такъ: 
чтобы умпожить какое-нибудь число на 

сумму, достаточно умножить это число на 
каждое слагаемое отд льно и полученныя 

произведен1я сложить. 

Э. Свойства обратныхъ дьйствй: вычитан1я 

и дБлен1я. Изь свойствъ, принадлежащихь обратнымъ дЪй- 

стыямъ, т.-е. вычитанио и дЪленю, укажемь слёдующя: 

10. Чтобы отнять отъ какого-вибудь числа вумму, доста- 

точно отнать отъ этого числа каждое слагаемое одно за другимъ. 

Такъ: 20—(3--8-2)=20—3—8—2. 
Вообще: а-Н-Не--а)=а—6—с—4. 

Это свойство можно считать очевиднымъ. 

25. Чтобы прибавить къ какому-нибудь чиелу разноеть, 

достаточно прибавить къ этому числу уменьшаемое и вычесть, 

вычитаемое, 

Такъ: 8-(5—3)=8-+5—3. 

Вообще: а-+6—о=а-Н—с. 

Дъйствительно, если второе слагаемое увеличимъ на с, т.-е. 

вмфето Б—с возьмемь $, то получимь сумму @-6; но оть уве- 

личеня слагаемаго на, с сумма увеличивается также на с; слёд., 
искомая сумма должна, быть меньше а--® на с, т.-е. она будеть 

а--6—с 

30. Чтобы отнять отъ какого-нибудь числа разность, до- 

статочно прибавить къ этому числу вычитаеное изатфиъ отнять 
уменьшаемое. 

Такъ: 4—(5—2)=4--2—5. 

Вообще: а—(6—о=а-е—%. 

Дъйствительно, если мы увеличимъ уменьшаемое и вычи- 

таемое на с, то разность не измвнится; но тогда уменьшаемое 
будетъ а--с, а вычитаемое $; слФд., разность будеть а--е—%. 
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40. Чтобы раздЪлить какое-иибудь число на произведеше, 
достаточно раздфлить ото число на перваго сомножителя, полу- 
чеиный результать па второго, потомъ па третьяго и т. д. 

Тажъ: 400 :(4.2,5)=[(400 : 4):2]: 5=(100 : 2):5==60`: 6=10, 
5°. Чтобы раздфлить произведешенакакое-пибудьчиело, цоета- 

точно раздЪлить па ото число какого-либо одного сомпожителя. 
Такъ, чтобы раздфлить произведене 10.8 па 2, достаточно 

раздВлить па 2 или 10, или 8; въ порвомъ случаВ получимъ 

5.8=40 и во второмъ случа 10.4==40, 

10. Примзнен!я этихъ свойствъ. Указациых свой- 
ства позволяють дЪлать пЪкоторыя простЪйшя преобразовашя 
алгобраическихь выражешй; приведемь этому ипримфры. 

Прим$ры. 

1) ааа -На--8=(а-а--а)-+®-55)--(2-8)= 
==а. 3-0. 2-+-10==3а--25--10. 

2) а-+-а) =а--5-а=(а-а)-5=2а-Н. 

3) а. (32а) . (4ау)=а.3.12.2.4а.4.а.у=(3 . 4)(ааа) (ву 

=12а2?у. 
4) аа? =(ааа)(аа)==ааааа =. 

5) (а-На-Т) .3=а. З--. 3-8 =За--82--3. 

6) жа) =а(аа?)-+ал=аалх--ахна(аае) Наталя -- 12, 
7) т-+(а—т)=т-Еа-тя=а--т-теа. 

8) ра р=р-+р-—ч= рф. 
946 _9 

9) 878 аф==8аь. 

ГЛАВА Ш. 

Положительныя и отрицательныя 
чиела. ° 

(Алгебраичесвя или огносительныя числа). 

11. Предварительное замЪ чане. Въ начал курса 

ариеметики мы разсматривали число только, какъь собран1е 
единиц; въ этомь смыслЪ число представляется всегда 
цфлымъ. Мы видфли тогда, что для этихъ чиселъ два обрат- 
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ныя дЬйотьял-—вычитане и дЪлеше-—-ие всегда возможны, а 

именно: первое невозможно, когда вычитаемос болыше умень- 

‘шаемато (иапр., пельзя вычесть 7 изъ 5), а второе невозможно 

когда дЪлимое но кратно дФлителя (напр., невозможно раз- 

дфлить 12 на 5, или 3 па 7). Перейдя затЪмъ въ ариометик® 

кь другому понятию о числ, какь о результат изм - 

рен!я величинъ, мы должны были расширить область 

чисель, введя попяте о дробномъ числЪ. Это расширеше 

дало намь возможность выражать числами и тажя значешя 
величинъ, въ которыхь едипица измфреня пе повторяется 
цфлое число разъ, или которыя меньше этой единицы. При 

этомъ, между прочимъ, оказалось, что съ введевемъ въ арио- 
метику дробныхъ чисель дВйстые дфленя сдЪлалось возмож- 

нымь и въ тЪхъ случаяхъ, котда дзлимое не кратно дфлителя 
(папр., частное 12:5 равно 2, частное 8:7 равно # и т. д.). 
Однако, вычиталае и для дробныхь чисель осталось невозмож- 
нымъ въ томъ случа, когда вычитаомое больше уменьшаемато. 

Теперь, переходя оть арпометики къ алгебрз, мы прежде 
всего займемся дальшВйшимь расширенемь понятя о числ 
съ цфлью имфть возможность выражать посредетвомъ чисель 
значения величишь особаго рода, о которыхь мы будемь гово- 
рить сейчасъь. Мы увидимь при этомь, что съ этимъ повымъ 
расширенемъь поняшя о числ дфйстые вычитания сдЪлается 

возможнымьъ во воъхъ случаяхъ. 

12. Поняме о величинахъ, имъющихъ на- 
правлеве. Призедемь нфеколько простыхь задачь, изъ 

которыхъ будеть ясло видио, о какихъ величинахь мы теперь 

будемъ говорить. 

Задача 1. Изв стно, что когда курьерск1 # 

пофздъ Николаевской жел зной дороги 

(соединяющей Москву съ Петербургомь) паходился на 

разстоян1и 100 версть отъ станц{и Болюгое 

(эта, станшя лежить приблизительно посреди между Москвой 

и Петербургомъ), тогда пассажирск!1й пофздъ 

этой дороги былъ па разстоян1и 50 версть 
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отъ Бологова. На какомъ разстоян{и пахо- 

дились тогда эти два пофзда другъ оть 

друга? 
Легко замЪтить, что въ такомъ вид задача, эта, представляется 

не вполнЪ опредленной: въ ней не сказано, находились ли 

пофзда по одпу сторону оть Бологова, напр., въ сторону по на- 

правлеп!о къ Петербургу, или же опи были по разнымъ сторопамъ, 
оть Бологова. Если перрое, то разстояще между пофздами было, 

очевидно, 100—50, т.-е. 50 верстъ, а если второе, то разслояше 

было 100--50, т.-е. 150 версть. Значить, для того, чтобы эта за- 

дача была опредфлениою, не достаточно задать величину раз- 
стоящя оть Бологова, но еще нужно указать, въ какомь па- 

правлеп!{и эти разстоянйя кадо считать отъ Бологова. 

Мы имфемъ здЪсь примфръ величины, въ которой, кромв 

ея разм$ра, можно разсматривать еще направлен{е; 
это — разстояве, считаемое по какой-нибудь лиши (напр., по 

желЪзной дорог) оть опредфленнаго на ней м%ста (напр., отъ 

станщи Бологое). Разстояше это можно считать и въ одномь 

направлен и (напр., къ Москв$), и въ другомь, противополож- 

номъ (папр., къ Петербургу). Обыкновенныя (ариеметическ!я) 

числа не достаточны для выраженя и размра, и направленля 
разстоянй. Условимся въ подобныхь случаяхъ поступать такъ 

Назовемъ какое-нибудь одпо изъ двухъ направлевй Нико- 

лаевской дорогн (напр., направлене отъ Петербурга къ Мо- 

скв) `положительнымьъ, а противоположное напра- 

влеше (оть Москвы кь Петербургу) отрицательнымъ; 

сообразно этому разстояшя, считаемыя въ положительномъ 
направлеши, будемъ пазывать положительными разотоянями, 
а разстояшя, считаемыя въ отрицательномъ направлени, будемъ 

называть отрицательными. Первыя будемь выражать числами 
с0 знакомъ -- (или вовсе безъ знака), а вторыя—числами со зна- 

комъ — '). Такь, если пофздъ находится въ мЪстф, отстоящемь 

на 100 версть оть Бологова по направленно къ МосквЪ, то мы 

будемъ говорить, что его разстояще отъ Бологова равпо --100 вер. 

(ити просто 100 вер.); если же лофздъ паходится, положимъ, 

1) Можно было бы взать и каме-нибудь друпе знаки, но знаки -- и 
‘оказываются, какъ будеть видно ваослЬдетви, очень удобными. 
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на 50 вер. оть Бологова по направлено къ Петербургу, то мы 
скажемъ, что его разстояше оть Бологова равно —50 вер. ЗдЪеь 
знаки -- и —, копечно, не означають дЪйствйй сложешя и вы- 

читан1я, а только служать условно для обозначен1я направленй. 

Выразимъ теперь пашу задачу такъ: 

Извфстпо, что когда курьерскй пофздъь Николаевской эже- 

лЬзпой дороги находился оть Бологова па разстоявйи -|-100 вер. 
(или просто 100 вер.), тогда пассажирскйй пофздъ этой дороги 

быль оть Бологова па разстояи —50 вер. Какъ велико было 

тогда разстояве между этими пофздами? 
Теперь задача выражена вполнф точно, и отвфть на иее 

получается опредфленный (см. черт. 1, на которомъ стрлка 

указываеть положительное ваправлеше дороги): поззда нахо- 
дились на разстояви 100-50, т.-е. 150 версть. 

=——— 
-50 
р ИМК, 

Зак. Фет 
+100 

Черт. 1. 

Задача 2. Термометръвъ полночь показы- 
валъ 2 градуса, а въ полдень 5 градусовъ. 
На сколько градусовъ изм $ нилась темие- 
ратура отъ полуночи до подудня? 

И въ этой задачЪ услов1я выражены недостаточно полно; надо 

еще указать, 2 градуса тепла или 2 градуса холода показы- 
валъ термометръ въ полночь, т.-е. вершина ртутнаго столбика 
въ термометр была въ полпочь па 2 дфлешя выше, или 

на 2 дБлешя низже той черты, на которой стоитъ 09; подоб- 

ныя же указашя должны быть сдфланы и относительно тем- 
пературы въ полдень. Если и въ полночь, и въ полдень тер- 
мометръ указываль тепло, то температура за этоть промежу- 
токъ времени повысилась оть 2 до 5 градусовъ, значить, она, 

дзмфнилась на 3 градуса; если же въ полночь термометръ ука- 

зываль 2 градуса холода (ниже 0°), а въ полдень 5 градусове 
тепла (выше 0°), то температура повысилась на 2-5. т.-е. на Т 
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градусовъ. Могло случиться и такъ, что въ полночь темпера- 
тура была 2° холода п въ полдень 5° тоже холода (тогда, темие- 

ратура пе повысилась, а попизилась па, 3 градуса), или такъ, что 
въ полпочь температура была, 2° тепла, а въ полдень 5° холода 
(тогда температура понизилась на 7 градусовъ). 

Вь этой задач тоже рЪчь идеть о величии, имф ющей 

паправлен1е: число градусовъ температуры можно от- 
считываль вверхьъ оть нулевой черты термометра и внизъ 
оть пея. Принято температуру выше 0° (тепло) считать положи- 

тольной и обозначать числомъ градусовъ со знакомъ --, а тем- 
пературу ниже 0° (холодъ) считать отрицательной и обозначать 
числомъ градусовъ со знакомъ — (не будеть недоразумьшя, 

если первое число брать совефмь безъ знака). Напр., если го- 

ворять, что термометръ на воздух показываеть —2°, а въ ком- 
патВ --12° (или просто 12°), то мы понимаемъ, что въ первом 

случа вершииа ртутпаго столбика стоить ниже 0° на 2 дзлешя, 

а во второмъ случаВ выше 0° на 12 дЪлешй. 

Выразимь теперь пашу задачу такъ: термометрь въ полночь 
показывалъь —2°, а въ полдень --5°. На сколько традусовь из- 

мЪнилась температура отъ полупочи до полудця? 
Въ такомъ вид задача получаеть вполиз опредфленный 

отвЪть: температура повысилась па 2--5, т.-е. на 7 градусовъ. 

Задача 3. Промежутокъ времени , отд ляв- 
ш1й депь рожден1я Андрея отъ 1-го ливаря 

(ифкотораго года), былъ равенъ 63 днямъ, а про- 

межутокъ времени, отдфлявш{!Н день ро- 
жден1я Петра отъ того же 1-0 января, со- 
ставляль 46 дней. Сколько дней отд ляло 

день рожден1л Андрея оть дия рожден1я 
Петра? 

Въ такомъь видф задача пределавляется неопредЪленной, 
такъ какъ неизвЪетно, родился ли Андрей па 63 для раньше 
1-го ливаря, или же на 68 дня послЪ 1-го января; равпымь 
образомъ не сказапо въ задач, былъ ли день рождешя Петра 
за 46 дпей до 1-го января, или 46 дией позже этого числа. Если 

Андрей и Петръ оба родились равьше, или оба посл 1-го япваря, 
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то депь рождешя Петра отстоялъ оть дня рождешя Андрея на 
63—46, т.-е. на 17 дней; если Андрей родился раньше 1-го январл, 

а Петръ посл этого числа (или наобороть), то ихъ дни рождешя 

раздълялись промежуткомъ въ 63-46, т.-е. въ 109 дней. 

Можно сказать, что и въ этой задач рЪчь идеть.о вели- 

чин®, имбющей паправленте, хотя слову «направлен1е» 

здЪсь нельзя придавать буквальнаго значешя. Промежутокъ 

времени, отдВлявцИЙ день рожденя Андрея оть 1-го января, 
можно попимать въ двухь противоположныхь смыслахь (на- 
правленяхъ): или какъ промежутокъ, слЗдовавиий за 1-мъ ян- 

заря (тогда Апдрей родился послЪ 1-го января), или какъ про- 

межутокъ, предшествовавиый 1-му япваря (тогда Андрей ро- 

дилея до 1-го января). То же самое можно’сказать о промежутк 
времени, отдЪлявшемъ день рождешя Петра оть 1-го января. 

сли условимся промежутки времени, слфдовавиие за’ 
Т-\Ь января, считать положительными и выражать ихъ числами 
$0 внакомъ -- (или безъ знака), а промежутки времени, пред- 

шествовавише 1-му яцваря, считать отрицательными и выражать 
пхъ числами со зпакомъ —, то задачу нашу можно высказать 
вполн% точно, папр., такъ: промежутокь времени, отдфляви!Й 

день рожден!я Андрея оть 1-го января, быль равенъ —63 днямъ, 

а промежутокь времени, отдЪлявшй день рождевя Петра 

оть того же 1-го января, составлялъ --46 дней. Сколько дней 
раздвляли дпи рождешя Андрея и Петра? 

Вь такомъ вид задача иметь опредЪленный отвфтъ; иско- 

мый промежутокъ времени равенъ 63--46=109 днямъ. 

Кром величинъ, указаиныхь въ предыдущихь задачахъ 
(разстояше, температура, промежутокъ времени), многя друйя 

также имЪють «паправлене», т.-е. онф могуть быть разсматри- 

ваемы въ двухъ противоположныхь смыслахъ. Таковы, напр.: 

доходъ въ противоположномъ смысл$ будеть расходъ; 

выигрышь › ‚ проигрышъ; 
прибыль » » убытокъ; 
имущество › › долгь и т. и. 

Если доходъ, выигрышь, прибыль, имущество... условимся 

считать величипами положительными и выражать ихъ числами 
А. Киселевъ. Алгебра. 2 
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с0 знакомъ -- (или безъ знака), то расходъ, проигрышь, убы- 

токъ, долгъ... надо считать соотвфтственно величинами того же 
рода, но отрицательными, и выражаль ихъ числами со зна- 

комь —; тогда можно говорить, что расходъ есть отрицатель- 
ный доходъ, проигрышь есть отрицательный выигрышь и т. д. 

При такомъ соглашеши понятны будуть, напр., слвдующя 

словесныя выражеюя: купець получилъь прибыли: въ январЪ 

-+200 руб., въ февралВ --150, въ март6 —50 руб. (значить, 

въ март$ купець получиль убытку 650 руб.); или тавя: у стар- 

шаго брата имущества было на --50000 руб., у среднаго на 

-+30000 руб., у младшаго на —5000 руб. (значить, у младшаго 

брата не было совсёмь имущества, а быль долгь въ 5000 руб.). 

Должно одпако замфтить, что на ряду съ указанпыми ве- 
личинами существуеть очень много другихъ, въ которыхь нельзя 
‘указать «паправлен1я»; напр., пельзя понимать въ двухь про- 

тивоположныхь смыслахъ тавя величины, какь объемъ, пло- 
щадь, взсъ, цБпа и мнопя друпя. 

18. Алгебраическ1я числа. Числа, разсматриваемыя 
въ ариеметик$, служать для выражешя такихъ величинъ, кото- 

рыя не имфють «направлешя», пли которыхъ паправлен!е не 

разсматривается (когда, напр., интересуются знать только раз- 

м$ръ какого-нибудь разстояв!я, а пе направлене, по которому его 
надо считать). Числа же, разсматриваемыя въ алгебр, служать 

для выражен1я величинъ, им$ющихь ‹направлен!е», когда, помимо 

разм$ра величипы, хотять еще указать и ея направлене. Для 

этого величину, понимаемутю въ какомъ-нибудь одномъ смысл, 
выражають числомъ съ предшествующимъ ему знакомъ--, а ту 

же величину, понимаемую въ противоположномь смысл, выра- 
кають числомь съ предшествующимь ему знакомъ —.. 

Число съ предшествующимь ему знакомъ -- (который, впро- 

чемъ, можеть быть и опускаемъ) паз. положительнымь; 

число съ предшествующимь ему зпакомь — паз. отрица- 
тельнымъ. Такь, --10, --1/,, 0,3 положительныя числа, 
а.—8, —5/., —3,25 отрицательныя числа. 

Кь числамъ присоединяють еще 0 (нуль), не отлося его пи къ 
положительнымъ, ни къ отрицательнымъ. Выражешя--0, —0 и 

просто 0 считають равносильными. 
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Числа положительныя, отрицательныя и пуль мы будемъ назы- 

вать аягебраическим и числами или относитель- 
ными въ отлище ихь оть чисель ариеметическихьъ 

или обыкновенны хъ, которыя не имЪють передъ собой 

никакого знака *). 
Абсолютною величиною алгебраическаго числа, 

называется это число, взятое безъ знака; такъ, абсолютная 
величина числа —10 есть 10, абсолютная величина числа +5 

есть 5; абсолютная величина нуля есть 0. 

Два алгебраическихь числа считаются равными, если 

У нихь одинаковы абсолютныя величины и знаки; въ против- 
номъ случа числа считаются неравными. 

Должно помнить, что знаки -- и —, входяще въ обозначе- 

н1я алгебраическихь чисель, не представляють собою знаковъ 

сложешя и вычиташя, а служать лишь знаками для указая 

«паправлен1я» измфряесмыхъ величинъ. Чтобы не могло про- 

изойти см5шеня этихъ знаковъ со знаками сложешя и вычита- 

ня, алгебраическое число вмЪфстЪ съ его знакомъ заключають 

въ скобки, напр., пишуть такъ: (--7)--(—3); въ такомъ изображе- 
ви знаки, стоящие внутри скобокъ, суть знаки алгебраическихь 

чисель, а знакъ --. стояний между скобками, есть знакъ сложен1я. 

Положительныя числа можно писать и безъ знака --; въ таком 
случа они не будуть отличаться отьъ чисель ариеметическихъ. 

14. Изображен1е чиселъь помощью отр%з- 
ковъ прямой. Для яснаго понимав:я алгебраическихь 
чисель полезно, говоря о такихь числахъ, всегда представлять 
себЪ въ умЪ кавя-пибудь изъ тБхъ величинъ, для измфрешя 

которыхь служать эти числа. Всего проще для этой цфли брать 
отрЬзки прямой лиши, если условимся, помимо длины отихь 
отр®зковъ, принимать во внимаше еще и ихъ направлен!е, 

Отр%зкомъ прямой (или просто отр$зкомъ) наз. 

часть какой-пибудь прямой линш, ограниченная съ обфихъ сто- 

ронь, напр. (черт. 2), съ одной стороны точкою А, съ друтой 

точкою В. Въ каждомъ отр$зкВ мы условимся различать: во-1-хъ, 

1) Должно замфтить однако, что вь высшей математикв терминъ „алге- 
браическое число“ употребляется въ другомъ значени, о которомъ въ эле- 
ментарной математик говорить не м$сто. 

ро 
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длину его (которая, копечно, можеть быть больше п меньше), 

в0о-2-хъ, направлен{е, которое для дапнаго отр$зка мо- 
эжеть быть двоякое. НапримЪръ, во взятомъ нами отрЁзк можно 

различать направлен{е или оть точки А къ точк В (слЪва направо), 

или, наобороть, оть В къ А (справа нал№во). Если мы раземат- 
риваемъ взятый отр$зокь въ паправлев!и отъ А къ В, то точку 

А мы будемъ называть началомъ отрЪзка, а точку В его 

копцомъ и будемъ обозпачать такой отр®зокъ такъ: АВ, 

т.е. сначала будемь писать ту букву, которая обозначаетъ 

начало отрЪзка; если же за начало отрЪзка мы беремъ точку В, а 

за конець точку А, т.е. если мы разсматриваемъ отрёзокь въ 
направлени оть В кь А, то мы его обозначимъ не АВ, а ВА. 

На чертежв паправлеше, 
—> на которое хотять обратить 

А В впиман1е, ипотда пзображает- 

ся стр$лкой, поставленной 
ДВ или надъ отрзкомъ (черт. 3 

Черт, 3, верхний), или на пемъ самомъ, 

- наконцф его (черт. 3, нижн! Я), 

или же подъ отрёзкомь (черт. 8 и 9). 

ОтрЬзки прямой, въ которыхъ, помимо ихъ длины, мы обра- 
щаемъ внимаше на направлене, мы будемъ называть напра- 

вленными отр$зками".. 

Такими отрзками мы наглядио можемъ выразкать алгебраи- 

чесвыл числа слЗдующимь образомъ. Возьмемъ какую-нибудь 

прямую (удобнЪе всего — горизонтальную, черт. 4) и условимся, 

какое изъ двухъ паправлешй этой прямой считать положитель- 

нымъ. Примемь, папр., направлеше слЪва паправо (указанное 

стрёлкою) за положительное; тогда противоположное напра- 

влен1е—справа налЪво — мы будемъ считать отрицательнымъ. 

Далфе, примемъ какую-нибудь небольшую длину оф (изобра- 

1) Они наз. также „векторами“. 
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жепную на чертеж) за единицу длины. Пусть теперь дано 

какое-нибудь положительное число, напр., -5,4. Возьмемъ на 

нашей прямой произвольную точку А и отложимъ вправо оть 
нея 5,4 единицы длины, равныхъ аб. Тогда получимъ отрфзокъ АВ, 

и | 
: С ® А 8. 

— - 0 +1 +2 +5 +8 +5455 
Черт. 4. 

длипа котораго равна 5,4 едипицамъ и направлеве положитель- 

ное. Этоть отрфзокь и выразить намъ наглядно число --5,4, 

такь что мы можемъ писать: АВ=5,4. ЗдЪсь, помфщая надъ АВ 

торизонтальную черту, мы хотимъ указать, что разумфемь не 

самый направленпый отрзокь АВ, а алгебраическое 

число, измфряющее этотъ отр$зокъ, такъ что написанное выше 
равенство подробно можно высказать такъ: «алгебраическое 

число, измзряющее направленный отр%зокъ’ АВ, есть --5,4%. 

Возьмемъ теперь какое-нибудь отрицательное число, напр. —4. 

Чтобы изобразить его наглядно, отложимъ оть той же точки А 

влЪво 4 единицы длины. Тогда получимъ отрЪзокь АС, котораго 

длина равна 4 единицамъ, а направлене отрицательное; значить, 
этотъ отр$зокъ выражаеть число—4,имыможемъ, писать: Аб=—4. 

Очевидно, что такимъ путемъ мы всякое алгебраическое число 

можешь выразить (на самомъ дл или только мысленно) напра- 

вленнымъ отрзкомъ. Въ большинств® случаевъ нЪть надобности 

въ дЪйствительности откладывать какую-нибудь единицу длины, 

а достаточно только вообразить, что такое отложен!е сдфлано. 

Можно представить себф, что вс алгебраичесвйя числа вы- 

ражены направлеппыми отрЪзками, отложенными на одной и 

той же прямой (черт. 4) отъ одной и той эже ея точки А, приня- 

той за, начало отрзковъ. Тогда на той части прямой, которая 

расположена направо оть А, изобразится рядъ положитель- 

ныхь чиселъ: --1, +2, -3..., а на части прямой, расположен- 

ной влфво оть А, изобразятся отрицательныя части: —1, —2, 

— 3... Прямую эту надо представлять себв безконечною 

въ об стороны (хотя на чертежв по необходимости прихо- 
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дится ограничивать ее п справа, и слфва). Число нуль выра- 
кается на этой прямой не отрфзкомъ, а одною точкою А. Такую 
прямую мы условимся называть числовой прямою. 

Такъ какъ направлеше отрзковъ, выражающихь числа со 
знакомъ --, противоположно направленю отрфзковъ, выражаю- 
щихь числа со зпакомъ —, то и самые эти знаки принято на- 
зываль, противоположными знаками. Веявя два 
числа, какъ 3, и —3, --1/, и—1/, п т. п., у которыхъ знаки про- 
тивоположны, а абсолютныя величины одинаковы, мы будемъ 
называть противоположными числами. 

Если два направленные отрфзка АВ и СЛ (черт. 5) имъють 
одинаковую длину и одно и то же направлеше, то они считаются 

АЕОРО с—) 

Черт. 5. 

равными (подразумЪвается: по величии и по 

направлен! ю). Если таже отрЪзки измфрены одною и 
тою же единицей длины, то, конечно, въ результатВ получаются 
равныя алгебраическя числа, такъ что можно написать: АВ=(р. 

15. Сложевн!е направленныхъ отрЪзковъ. 
Чтобы сложить два направленпыхь отрзка поступимъ такъ: 

па числовой прямой `оть произвольной ея точки отложимъ 

отрфзокъ, равный первому слагаемому отр%зку; зат мъ оть конца 

отложеннаго отрфзка отложимь ни той же прямой другой 
отрёзокъ, равный второму слагаемому отр№зку; тогда отр $- 
зокъ, у котораго начало есть начало пер- 
ваго отложеинаго отр%зка, а конецъ—ко- 
нецъ второго отложеннаго отр $ зка, эрини- 
мается за сумму этихъ двухъ отр зковъ. 

Приложимъ ото опредвлеше суммы къ сл$дующимъ 4-мъ част- 
нымъ случаямъ. 1 

1°. Пусть требуется найти сумму двухь положитель- 
ныхьъ отр$зковъ РФ и Е (черт. 6). Для этого возьмемъ про- 
извольную точку А на какой-пибудь прямой и на ней отложимь 
отр$зокъ АВ, равный РФ; затЪмъ оть конца В этого отрЪзка 
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отложимъ на той же прямой отрзокъ ВС, равный А5. Получен- 

ный послф этого отрёзокъ АС есть сумма отр®аковь АВ и Вс 

——— 

--- _Оиииииирыиноиииклрасшоашиииитаиицетотилиииииапиианир-еее = — 

А В [и 
Черт. 6. 

и, олд., сумма равныхь имъ отр5зковъ Р@ и ВБ, такъ что можно 

писать: 
у АС=АВ-+-ВС=РО-- ВВ. 
Очевидно, что сумма положительныхь отрфзковъь есть также 

положительный отрфзокъ. ь 

20. Пусть требуется найти сумму РФ--В8 двухь отрица- 

тельныхь отрфзковъ (черт. 7). Построеше будеть такое же, 

хакь и въ первомъ случа, съ тою разпицей, что отрЪзки теперь 

а нь 9 

Черт. 7. 

должны откладываться въ отрицательномь направлени. Оче- 

видно, что сумма отрицательныхь отрЪзковь представляеть 

собою также отрицательный отр%зокъ. 

36. Найдемь сумму отрёзковь РО и ВБ (черт. 8), изъ кото- 

рыхъ первый (РО) положительный, а второй (В5) отрицательный. 

дд Ё$———\ 
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Отложимь оть точки А вправо положительный отр$зокъ АВ=РО 

и затЪмъ оть точки В отложимъ влЪфво отрицательный отрЪ- 

зокъь ВС=Е5. Получивиийся отрёзокъ АС есть сумма АВ-- ВС 

и, слЪд., сумма РО--В5. Эта сумма у пасъ оказалась поло- 

жительной, благодаря тому, что длина положительнатго отрзка 
болЪе длины отрицательнаго; если бы первая длина была меньше 

второй, то сумма, очевидно, оказалась бы отрицательной. 

4. Пусть, наконець, даны отрззки РО и В (черт. 9), изъ 

которыхь первый отрицательный, а второй положительный. 

м 

Черт. 9. 

Построивь АВ=РФ и ВС=ЕБ, получимъ сумму АС. Эта сумма 
оказалась у пасъ отрицательной, благодаря тому, что дгана 

отрицательнаго отр%зка больше длины положительпато; если бы 

первая длина была бы меньше второй, то сумма, очевидно, оказа- 

лась бы положительной 1). 

Замфтимъ, что если бы въ случа 3°или въ случа 4° длина 

положительнаго отрфзка была равна длин отрицательнато, 

то точка С'’ совпала бы съ точкой А, и тогда сумма обратилась бы 

въ 0; такимъ образомъ, сумма 2-хъ противоположно 

направленныхъ отр$зковъ съ одинаковой 

абсолютной длиной равна нулю. 
УмВя находить сумму 2-хь паправленпыхь отрФзковъ, мы 

легко можемъ получить сумму 3-хь, 4-хь и бол%е 

отр$&зковъ; для этого надо сначала найти сумму первыхь 

двухъ слагаемыхъ отрфзковъ, затфмъ сумму этой суммы и 

1) Просмотрфвъ вс 4 случая сложетя отр®зковъ АВ и ВС, мы видимъ, 
что, какъ бы ни были расположены ва прямой три точки А, В и С, всегда, 
АВ+ВС= АС. 
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третьяго слатаемаго отрзка, далЗе сумму послфдней суммы 

и четвертаго отр%зка и т. д. '). 

Сумма отрЗзковъ обладаеть перем $ стительнымъ 

свойствомъ, т.-е. опа, не измзняется отъь перемЗны порядка сла- 

таемыхъ. Предлагаемъ самимъ учащимся убЪдиться въ этомъ, 

перемЪстивъ слагаемые отрфзки въ указанныхь выше 4 слу- 
чаяхь нахожденя суммы двухъ отрёзковъ. 

Сумма направлепныхь отр%зковь обладаеть также и соче- 

тательнымъ свойствомъ, т.-е. она не измЪнится, если 

нЪоколько слатаемыхь отрёзковъ мы замВнимь ихъ суммою ?). 

16. Сложене направленныхъ величинъ 
вообще. Подобно указанному сложенйо направленныхь 
отр$зковъ можно складываль также и друйя направленныя 

величипы, напр., прибыль и убытокъ, доходъ и расходъ, 

выигрышъ и проигрышь и т. п. Существенная особенность такого 

сложен1я состоитъ въ томъЪ, что дв $ п ротивоположно 

направленныя величины, имзющ!я одина- 

ковый абсолютный разм $ ръ, при сложен!1и 

взаимно упичтожаются (дають въ сумм нуль); 
напр., 5 рублей прибыли упичтожаются 5-ю рублями убытку, 

10 рублей выигрьнна упичтожаются 10-ю рублями проигрыша, 

ит. п. 
Сложен!е алгебраическихь чиселъ. 

17. ОпредБлен!е. Суммою алгебраическихъ чиеелъ назы- 
вается такое число, которое выражаетъ сумму направленныхь 

отрзковъ (п вообще направленныхъ величинъ), выраженныхь 
данными числами. 

1) Если всф слагаемые отр$зки перенесены на одну прямую и распо- 
ложены такъ, что конець В перваго отрфзка АВ принять за начало вто- 
рого отрфзка ВС, конець С этого отрьзка принять за, начало третьяго СР 
ит.д, то, какъ бы ни были расположены на прямой точки 4, В, С, р, Е..., 
всегда будемь имЪть: 

АВ-+-ВС--СБ--РЕ=АЕ. 
Дойствительно, АВ-- ВС, какъ мы видфли, равно 40; точно такъ же 
46--Ср=АР и АР--РЕ=АЕ. 

2) Напр, сумма АВ--ВС--СР, равная, какъ мы знаемъ, всегда от- 
ку АД, не измфнится, если мы сначала сложимъ ВС и СР (получимъ 

стрёзокь ВО) и затВмь эту сумму приложимь кь АВ (АВ-- ВО = 42). 
Такпыъ образомъ, 

АВ--Вб-++-б0=АВ-+-(ВО-- СП). 
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Наприм$ръ, сумма: (--8)--(—5)--(—2) есть число, выражаю- 

щее сумму трехъ паправленныхь отрзковъ, изъ которыхь одинъ 
измБряется числомъ --8, другой числомь —5 и трешй чис- 

ломъ — 2 (предполагается, конечно, что всВ измёрешя сдВлапы 

при помощи одной и той же единицы). 

Дъйств1е, посредствомъ котораго на- 

ходится сумма изсколькихъ чиселъ, наз. 
сложен1емъ. 

18. Сложеве двухъ чиселъь. Для сложешя двухъ 
алгобраическихъ чиселъ мы дадимъ слЗдующйя два, правила. 

Правило 1-е. Чтобы еложать два алгебраичесьм чие- 

ла одинаковыхь знаковъ, складывають ихъ абеолютныя 

величины и предъ суммою ставять тоть знакъ, какой имЪють 
елагаемыя. 

Такъ: (ЕС) =-8 С-Э-С5)=Ы— 

_Цйствительно, сумма двухъ отрёзковъ прямой: АВ=+38 

и ВО=-5 (черт, 10, верхи!) ес есть отрЪзокь Аб=+8 и сумма, 

двухь отрьзковь АВ=—3 и ВС=Ь—5 (нижшй чертежь) соста- 
вляеть отрфзокь Аб=Ь— 8. 

Подобно этому 3 рубля прибыли вмЪст8 съ 5 рублями 

прибыли составляють 8 руб. прибыли; 3 руб. рас- 

хода вмБстБ съ 5 руб. расхода составляють 8 руб. 

расхода ит. п. 
Такъ какъ положительныя числа ‘пишутся и безъ знака, то 

вмыфсто равенства: (--3)--{--5)=--8 можно написать боле 

простое 3--5=8, что согласуется со сложенемъ ариеметиче- 

скихъ чиселъ. 

——> 
"--—--- 

А 8 6 т 

А --- 

с 3 А 
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Правило 2-е. Чтобы сложить два алгебраичеекихь числа 
противоположныхь знаковъ, находятъ разность ихъ эбеолют- 

ныхъ величинъ и предъ нею етавятъ знакь того изъ ела- 

тавмыхъ чиеелъ, у котораго абсолютная величина больше. 

Такь: (5)-ЕС-8)=+2; СБСЕ=Ь—. 

Черт. 11. 

ДЪйствительно, сложивъ два отрфзка (черт. 11, верхи), 

АВ=--5 и ВС=—3, мы получимъ сумму Аб=-[а, и, сложивь 
(нижшй чертежь) два отрёзка: АВ=—5 и ВО=-3, найдемь 

сумму Аб=Ь—2. 
Подобно этому 5 руб. дохода выЪотВ съ 3 руб. р.ас- 

хода равносильны 2 руб. дохода; 5 руб. долгу при 

3 руб. имущества равносильны 2 руб. долгу и т. п. 

Отбросивь знакь -- передь положительными числами, мы 

можемъ паписанныя выше равенства переписать короче: 

5-(8)=2; (—5)48=—2. 

СлБдетые. Сумма двухъ противополож- 
ныхьъ чиселъ равна нулю. Такъ: 

(Е3)--С-8)=0; (--8)-+С+8)=0. 
НапримЪръ, если я въ одной игр выигралъ 3 руб., а въ дру- 

той проиграль 3 руб., то въ результат я ничего не выиграль 
и ничего не проигралъ. 

Къ указанпымъ правиламъ сложешя надо добавать еще 

слБдующее соглашеше: 

Прибавить 0 въ какому-нибудь чиелу или прибавить въ -0 

какое-нибудь число зпачить оставить это число безъ изм пеня. 

Такь:  (+3)-50=-3; (—8)50=—8; 0+(+5)=+5; 

0-(—2)=—2; 0-0=0. 
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19. Сложене трехъ и боле чиселъ. Сложеше 
нфоколькихь алгебраическихь чиселъ, даиныхь въ известной 

послЪдовательности, производится такъ: сначала находятъ сумму 
двухъ первыхъ слагаемыхъ, къ ней прибавляють третье слагаемое, 
затЪмь четвертое и т. д. 

Пусть, напр., требуется найти сумму: 

(8+5) +С-9-(+3), 
которую можно выразить короче такъ: 

8+(—5)-+С-9-3. 

Оложимъ два первыя слагаемыя: 8--(-5)=3; приложимъ 
третье слагаемое: 3--(—4)==—1; добавимъ четвертое слагаемое: 

(—1)-8=2. 
Впрочемъ такого порядка сложешя нЪфть надобности всегда 

придерживаться, какъ это будеть видно изъ свойствъ суммы, 
которыя мы сейчасъ укажемь. 

20. Свойства суммы. Сумма чисель алгебраическихъ, 
какь и сумма чисель ариеметическихь, обладаеть свойствами 
перемстительныхь и сочетательныхь. 

12. ПеремВетительное свойство: сумма неизм $ няет 
ся отъ перем$ ны порядка слагаемыхъ. 

Напримврь: (—4) (+3) +С-Ю--(+5)=+3; 
(—Э+С---С-С =; 
(Е5)-+С-Ю--С-Э-С) = и т. д. 

Если, напр., торговець, продавь 4 предмета, получиль при- 
были на одномъ изъ нихъ 3 руб., па другомъ 5 руб., на третьемь 
же предмет имфлъ убытокь 4 руб. и па четвертомъ также убы- 

токъ 1 руб., то для него безразлично, въ какомъ порядкЪ слф- 
повали эти продажи: продапы ли были сначала тЪ предметы, 
на которыхъ получена прибыль, или спачала тв, которые дали 
убытокъ, или какъ-пибудь иначе; при всякомъ порядкЪ окажется 

одно и то же, именно: посл® 4-хъ продажъ торговець нолучиль 
прибыли 3 рубля. 

Вообще, если а, 6, с... означають кавя-нибудь алгебраиче- 

скля числа, то: 

а-Но-с... =а-не-Но-Е... == Нас... 
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20. Сочетательное свойство: сумма не изм $ няется, 

если иъсколько слагаемыхъ мы зам нимъ 

ихъ суммой. 

Возьмемь, напр., такую задачу: торговець получиль при- 

были: въ первый дець +10 руб., во второй день —3 руб., въ 

трети день -12 руб.; сколько прибыли получиль торговець 

за вов эти три дня? 

Мы можемъ узнать это различными способами; напр., узнаемъ 

сначала, сколько прибыли получиль торговець за первые два 
дня, и затфмъ добавимъ къ этой прибыли ту, которую онъ по- 

лучилъ на трет день: 

сносе) =СНРОы) =. 
Но тоть же результать, очевидно, мы получимъ, если узнаемъ 

сначала, сколько прибыли имфль торговець за два послёдые 
дня, и потомъ эту прибыль приложимь къ той, которую онъ 
пыЪль за первый депь: 

(+10) [С-З +=) +) =-19. 
Наконець, мы можемьъ сдфлать и такъ: узнаемъ сначала, 

хакъ велика прибыль за первый и трей день вмфотВ, а по- 

томъ добавимь ее къ прибыли второго дия: 

(—-НЕно-+Сна)=е-8)-С-2)=+19. 
Во возхъ случаяхъ мы получаемъ одно и то же число--19. 

Вообще, если а, 8, с означають кавя-нибудь алгебраиче- 

свя числа, то сочетательное свойство въ примфнени къ сумм 
трехъ слагаемыхь можно выразить такою формулой: 

ао -е==а-Н (о). 

Читая это равенство справа налфво, мы можемъ высказать 
сочетательное свойство такъ: 

чтобы прибавить сумму къ какому-нп- 
будь числу, достаточно къ этому числу 
прибавить каждое слагаемое одно за дру- 
ТНЫЪ. 

Слъдетв!е. Чтобы вычислить сумму алте- 
браическихьъ чиселъ, можно найти суь ау 

зсВхъ положительныхь слагаемыхьъ, за 
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хъмъ сумму всвхъ отрицательныхъ слагае- 
мыхъи эти дв суммы соединитьвь одну. 

НапримЪръ, чтобы найти сумму: 

<—Э-+С-+С-9-+С+5), 
мы можемъ сгруппировать слагаемыя такъ: 

[СЕЭ-СНЫННС-9 С-В ==С8)+С-5)=-8. 
Полезно‘ замфтить еще слфдующее свойство суммы. 

3°. Перемнз знаковъ у слагаемыхьъ: если у каждаго 

слагаемаго перем$ нимъ знакъ на проти- 
воположный, то и у суммы перем нится 

знакъ на противоположный. 

Тавы: (+5-+се-е; | (у+сэе+; 
(—5+С-3)=—8;8 | СЭН+=Ь—8. 

Вычитан!е алгебраическихъ чиселъ. 

21. ОпредЪлен1е. Вычитан!е алгебраическихь чисел 
(какъ и ариометическихъ) ееть дфйетве (обратное сложено), по- 

средствомъ котораго поданнойсумм двухъ елагаемыхъ иодному 

изъ этихь елагаемыхь отыскиваетея другое. 
Такъ, вычесть изъ +3 число —2 значить найти такое алге- 

браическое число 2, чтобы сумма (—2)--2 или —что все равно— 

сумма =--(—2) равнялась--3; такое число есть, и притомъ только 

одно, именно --5, такъ какъ (--5)--(—2)=-3, и никакое иное 
число, сложенное съ —2, не даетъ въ сумм$ +3. 

22. Вычитавше большаго числа изъ мень- 
шаго. Въ ариометикЪ вычитан!е невозможно, если вычитае- 

мое превосходить уменьшаемое. Въ области алгебраическихъ 

чисель это ограничене должно быть отброшено (если ариомети- 

чесыя числа будемь отождествлять съ числами положитель- 

ными). Пусть, папр., требуется изъ 7 вычесть 10. Это зпачитъ: 

пайти такое алгебраическое число д, которое, сложенное съ 
вычитаемымъ 10, даеть вь сумм уменьшаемое 7. Такое число 

существуеть, и притомъ только одно, именно отрицательное 
число —3, такъ какъ, согласно правилу сложешя алгебраических 

чисель, 10--(—3)=-7=7, и никакое иное число, сложепное съ 

10, пе можеть составить числа 7; значить; 7Т—10=—3. Подобно 
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этому: 20—30: 10; 5—7], =—21/,; 0—8 8; а—(а-т) т 
ит. п. Такимъ образомъ, разноеть оть вычитавшя ббльшаго 

зриометическаго числа изъ меньшаго равна избытку ббльшаго 
числа надъ меньшимъ, взятому во знакомъ —. 

ПримЪръ. Пъьшеходъ прошелъ т версть 

отъ точки А до точки В (черт. 12); зат мъ, 

Черт. 12. 

повернувь назадъ, онъ прошель еще п 

верстъ до точки С. Какъ велико разстоя- 

че между Аи С? 

Искомое разстояне равно т—п версть. Вычиелимъ эту раз- 
ть для слЪдующихь 3 частныхь случаевъ. 1) т=15, п=5; 

да т—п=15—5=10. Въ этомъ случаЪ точка С лежить вправо 

А на разстоящи 10 версть оть нел. 2) ж=15; п==15; тогда 
-—п=15—15=0. Въ этомъ случа точка С совпадаеть съ А, 

слЪд., ея разстояве оть А равно нулю. 3) т=16, п=20; 

да т—п=15—20=—5. Въ этомъ случаЪ разстояще точки С 

А надо считать но противоположному направлению, т.-е. 
зво оть 4 (черт. 13). 

Черт. 13. 

28. Общее правило вычитан!я. Чтобы вычесть 
‘юе-нибудь число, достаточно прибавить къ уменьшаемому 

‚ло, противоположное вычитаемому. 
Для вывода этого правила раземотримь 060бо 3 случая: 

когда вычитаемое положительное число, 2) когда вычитаемое 
энцательное число и 3) когда оно есть 0. 



В. 

1) Пусть оть какого-нибудь алгебраическаго числа а тре- 
буется вычесть положительное число --8: (или просто 3); это 

значить: требуется найти число 2, которое, сложенное съ -Ё3, 
дасть а. Такое число равно сумм а--(—3), потому что, при- 

ложивъ къ этой сумм число --3, получимь уменьшаемое а. 

Дйствительно, согласно сочетательному свойству мы мо- 
жемъ паписать: 

а-+(—3)-Н(+Е3)=а-Н[-8)-НСН3)]. 
Но сумма противоположныхь чисель —8 и -|-3 равна, 0; зна- 

чить, мы получимь въ сумм а--0, что составляеть просто а. 

Такимь образомъ: а—(-+3)=а- (3), 

и вообще: а—(-+=а-Н-5). 

Зпачить, вмЪсто того, чтобы вычитать число -НЬ, можно при- 

бавить противоположное число —$. 

2) Пусть изъ того же числа а требуется вычесть отрицатель- 
ное число —5; это значить: найти число 2, которое, сложенное 
съ —5, дасть уменьшаемое а. Такое число равно сумм а--(--5) 

потому что, приложивъ къ этой сумм вычитаемое —5, получимь 

уменьшаемое д: 

а--(-5)-Н(С-5) =а-Н[(Е5)--С—5)]=ао0=а. 
Такимь образомъ: а—{—5)=а-- (+5), 

и вообще: а—(—5)=а- (+5). 

Значить; выЪото того, чтобы вычитать число —65, можно при- 

бавить противоположное число -ЕЬ. 

3) Наконець, общее правило вычиташя примфнимо и къ 

тому случаю, когда вычитаемое есть 0; надо только им?ть въ виду, 
что число, противоположное нулю, есть тоже число 0. 

Такимь образомь: 
а—0=а--0=а. 

Замфтимь, что правило ото пе противорфчитъь вычитанйо, 

разоматриваемому въ ариеместикз, а также и вычитаню большаго 

числа изъ меньшато, указанному въ предыдущемь параграфь; 
тан: 10—2=8 и 10--(—2)=8, 

10—12=—2 и Ю-Н—®=— 

ПримЪфры. 1) (+10) —(—2) =(-10)-Н(+2)=+12; 
2) (—10) (2) =С-фю)-+С-2)=—12; 
8) 1ю—<=с-ю-+ =. 
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24. Другое выражен1е правилъ сложевя и 

вычитан]я. 'Правила сложешя и вычиташя, данныя нами 

раньше (88 18, 23), можно замЪнить другими, боле удобными 

ля практическаго примфиешя. Эти правила слЪдующйя: 

10, Чтобы прибавить положительное число, достаточно при- 

бавить его абеолютную величину. 

Пусть, напр., требуется къ 7 прибавить --3; согласно 1-му 

правилу слоэжевшя ($ 18) сумма будеть +10. Но то же самое число 

мы получимь, если къ --7Т приложимъ абсолютную величину 

числа --3, такъ какъ 7-8 =7-Е8=10. 

Точно такь же, согласно второму правилу сложешя, сумма 

(—7)-(3) равпа —4; по ту же сумму мы получимъ, прибавивъ 

къ —7 число 3, такь как (—7)-+8=—4. 

20. Чтобы вычесть положительное число, достаточно вычесть 

его абеолютную величипу. 

Такь, разность (--7)—(-+10), соглаено общему правилу вычи- 

ташя ($ 23), равна суммЪ (--7)-+(—10), т.-е. числу —8; но то же 

число мы получимъ, если изъ -7 вычтемь абсолютную величину 

числа +10, такъ какъ (--7)—10=7—Ю=—8. Точно такь же, 

сотласно общему правилу вычитавя, разиость (< 

равна сумы (—7)--(—3), т.-е. числу —10; во то же число мы 

получимъ, если изъ —7 вычтемъ 3, такъ какъ —7—8=—10. 

30. Чтобы прибавить отрицательное число, достаточно отнять 

его абсолютную величипу. 

Такь: (ЕЭС) зи +7 0=0 3 

тю) == и —т0=Ы—М. 

40. Чтобы вычееть отрицательное число, доетаточно приба- 

вить его абсолютную величину. 

Такъ  (+б—С-Э=СЬНС=-8 и 548=8, 

(—5—С9=С-9-=—8.и —548=—8. 

25. Формулы двойныхъ знаковъ. Обозначимь 

абсолютную величшиу какого-нибудь алгебраическаго числа, 

А. Киселевъ. Алгебуа, 3 
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черезъ &; тогда 4 правила, изложепиыя въ предыдущемъ пара- 

траф, мы можемъ выразить такими краткими формулами: 

1) +Сд=+а, 8) +<-я=—, 
2) —{9=—а, 4) —-9=-а. 

Формулы эти (ихь можно пазвать формулами двойных 
знаков) выражають только то, что раньше мы выразили 
словесно 4-мя правилами. Но ихь можио выразить еще иначе 
такъ: если, заключивъ въ скобки алгобраическое число, поставимъ, 
передь скобками знакь --, то получимь выражеше, равносиль- 
ное-числу, стоящему въ скобкахъ (формулы 1-я и 8-я), если зке 
передь скобками поставимъ знакъь —, то будемъ имЪть выра- 
зкеше, равносильтое числу, противоположному тому, которое 
стопть внутри скобокъ (формулы 2-я и 4-я). 

Такъ: -Е(-5) равносильно +5 
+(—5) » —5 

—(+5) > —5 

—<5 › +5 

Вообще, обозначивъ буквою т пе абсолютную величину алгеб- 

раическато числа, а само это число, мы можемъ сказать, что 
выражен1е -- т равносильно числу т, а вы- 
ражен1е —т равносильно числу, противо- 
положному т. 

26. Замфчан!е. Формулы двойныхь знаковъ, укозанные въ предыду- 
щемь параграфЪ, остаются вфрными и тогда, когда въ нихъ на мВото 
буквы & подставимъ какое-пибудь алгобраическое число. Возьмемъ, 
папр., формулу 4-ю: —(—а)==-а и подотавимь въ нее на мото а число —2. 
"Тогда получимъ такое равенство: 

—ЕС-2=+(-2. 
Такь какъ выражен!е —(—2) равпосильно --2, то лфвая часть этого 

равеногва есть то же самое, что —(--2), & это выражеше даеть —2, но | 

правая часть равенства даеть —2; зпачить, равенство это вфрно. Подоб- 
пымъ же образомъ можно провфрить и всё друбя формулы. 

24. Алгебраическая сумма. Разность веякихь 
двухъ чиеелъ можеть быть предетавлена въ видЪ вуммы. Па- 

примфръ, разность 7—8 можеть быть паписана такъ: 7--(—3), 

или такъ: (+7)--(—8); разность (--2)—(—8) можеть быть на- 
писана такъ: (-+2)-Н(--3). 
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Подобно этому, всякое выражеше, представляющее собою рядъ 

поелфдовательныхь сложенй и вычиташй, можеть быть пред- 

ставлено въ видЪ суммы. Наприм$ръ, выражен!е 

20—5--3—7 

можеть быть написано такъ: 

20--(—5)-3-=С-7), или (+20)-+(С—5)-+(+3)+С-7). 

Сумма, въ которой слагаемыя могутъ быть числами положи- 

тельными, отрицательными и равными пулю, называется алге- 
браическою суммою въ отличе оть ариеметической, 
въ которой слатаемыя всегда числа положительтыя. 

Такъ какъ алгебраическая сумма представляеть с0б0ю сумму 
алгебраическихь чиселъ, то она обладаеть всфми свойствами, 
указанными памп для суммы алгебраическихь чисель ($ 20). 

28. Сравнен1е алгебраическихъ чиселъ по 
величинЪ. Опред% лен1е: чиело а ечитаетея ббль- 
шимъ чишела 6 тогда, когда разность а—6 положительное 

число; чиело @ сзитаетея меньшимъ чиела 6 тогда, когда 

разноеть а—5 отрицательное число. . 

Опредвлеше ото паходится въ согласи съ нашимъ поняемь 

о ббльшемъ и мепьшемь въ примфиешШи къ ариеметическимъ 
числамъ. Мы говоримъ, напр., что 10 больше 7, или что 7 меньше 

10, разумВя при этомъ, что число 10 включаеть въ себЪ, какъ 

часть, число 7 и что, слЪд., оть 10 можно отдФлить 7, при чемъ 
останется еще изкоторое число, тогда какъ оть 7 нельзя отдЪлить 

19; но это, другими словами, означаетъ, что разность 10—7 есть 

положительное число, тогда какъ разность 7—10 есть отрица- 

тедьное число. 

„Изъ даннаго опредзлешя можно вывести слвдующя ел детв1я: 

1) Всякое положительное число больше 

всякаго отрицательнаго, потому что разность 
между первымъ и вторымъ всегда положительна; такъ, -3>—5, 

погому что разность (+3)—(—5), равная суммЪ 3-5, есть число 

полозкительное. 

2) Всякос положительное число больше 
3* 
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нуля по той же иричип; наприм’ 

(2) —0=-2. 
3) Всякое отрицательное число меньше 

нуля, потому что разпость между первымъ и вторымь всегда 
отрицательна; напр., —3<0, такь какъ (—3)—0=—3. 

4) Изъ двухъ отрицательныхьъ чиселъ 10 
больше, у котораго абсолютная величина 
меньше; напримврь, —7 больше —9, такъ какъ разность 

(—)—(С- 5), равная (—7)-9=9-—7, есть число положительное. 
Для ленаго предетавлешя сравнительной величины алгебраи- 

ческихь чисель всего лучше обратиться къ наглядиому изобра- 
ешо ихь помощью паправлениыхь отрфзковъ прямой, какъ ото 
было пами указапо раньше ($ 14). Выбравъ произвольную еди- 
ницу длины аб (черт. 14), вообразимъ, что на неограниченной 

ь, --2>0, такъ какъ 

ав о 
3 ‚А 

о аи ———--- 

-6 5-5 -5 21 09 +2 м5 - 
Черт. 14. 

прямой вправо оть какой-нибудь ея точки А, принятой за начало, 

отложены отрфзки, изображаюние положительныя числа -Н1, 
+2, 3, +4...’ а влЪво оть той ке точки отложены отр®зки, 
изображающие отрицательныя числа —1, —2, —3, —4... Тогда, 
двигаясь по этой прямой слфва направо (какъ указываетъ стрёлка 
па чертеж), мы будемъ постоянно переходить отъ чисель мень- 
шихъ къ большимъ, а двигаясь въ обратномъ направлени— 
справа налфво—будемъ постоянио пероходить отъ чисель боль- 

шихь къ меньшимъ. 

Умножене алгебраическихь чиселъ. 

29. Задача на умножеше алгебраическихль 
чиселъ. Въ полдень по здъь Николаевской 
желфБзной дороги (соединяющей Петербургь съ Мо- 
сквою) просел довалъь черезъ станц1ю Боло- 
гое (расположепиую приблизительно посредипв между 
Петербургомь и Москвою). Опредфлить м сто, въ 
которомъ находился этотьъ пофздъ въ мо- 
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ментъь времени, отстоящ1й отъ полудня 

(того же дпя) па { часовъ, если изв $ стно, что 

по$здъ двигался со скоростью $ верстъ въ 

часъ (предполагается для простоты, что пофздь двигался 

безостановочно). ы 

Положимьъ, что въ этой задач буквы # и ® означають какя- 

пибудь ариометическ1я числа (пусть, напр., ско- 

рость о пофзда была, 40 версть въ часъ, а моменть времени, въ ко- 

торый требуется опредзлить м$стопахождеше пофзда, отстоять 

оть полудня на 3 часа). Тогда въ отвфть па вопросъ задачи мы 

только можемъ сказать, что въ ‘указанный моменть времени 

пофздь находился па такомъ разстояши оть Бологова, какое 

онъ можеть пройти въ # часовь, т.-е. на разстояви, равномъ 

%& версть. Но мы пе можемъ сказать, нужно ли это разстояне 

считать оть Бологова по направленю къ МосквЪ, или по на- 

правлешю къ Петербургу, такъ какъ, во-1-хъ, въ задачв не 

указапо, въ какомь направлени двигался пофздъ: оть Петер- 

бурга ли кь МосквВ, или оть Москвы къ Петербургу; и, ` 

в0-2-хь, мы пе знаемъ, идетъ ли рЪчь,о моментБ времени, кото- 

рый быль позже полудня на $ часовъ, или же о томъ мо- 

мент, который быль раньше полудня на { часовъ. Такимъ 

образомъ, задача паша, чтобы быть вполнф опредфленной, 

должна распасться на сл$дуюцйя 4 отдфльныя задачи. 

1) Вь полдень повздъ, двигавшйся отъ Петербурга 

къ Москв$ со скоростью ® версть въ часъ, проходиль 
черезь станцию Бологое. Опредфлить м$стонахождеше этого 

цобада + часовъ посл полудня. 

ЛУ 
ЭТ. -- - к ---Лихк. 

Эбола 

Четр. 16. 

Тогда отвфть будеть таковъ: въ указанный моменть времени 

пофздь находился на разстояни 1 вереть оть Бологова по на- 

правленио къ МосквЪ (черт. 15). 
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2) Вь полдень пофздъ, двитавийися от Москвы къ 

Петербургу 00 скоростыю ? верст въ часъ, прослздовалъ 

черезь станцию Бологое. Опредёлить мЪстонахождене этого 

поззда р часовъ по сл полудня. 

«реет 
ЗИ. 

Чет. 16. 

Отвфтьъ будеть: на разстоянйи ®# версть оть Бологова по па- 

правлению къ Петербургу (черт. 16). 

3) Вь полдень пофздъ, двигавиййся от Петербурга 

къ Москв со скоростью 9 версть въ часъ, проходилъ 

черезъ стапию Бологое. Опредзлить м»®стонахождене этого 

пофзда { часовъ до полудня. 

Отвёть: па разстоян!и 94 верстъ отъ Бологова по направлено 

къ Потербургу (черт. 17). 

4) Въ полдень пофэдъ, двигавиИйся отъ Москвы къ 

Петербургу со скоростью Ф версть въ часъ, проходиль 

черезь станцию Бологое. Опредвлить м%отонахозждене этого 

пофзда $ часовь до полудия:. 

Отвёть: па разсгояши ® верстъ отъ Бологова по направлезню 

къ МосквЪ (черт. 18). 

я 
Я-то.

 
Яболюсоь 

Мерт 18. 
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Введеше въ алгебру отрицательныхь чисель и правиль дзй- 

стый надъ ипии позволяеть оти 4 отдльныя задачи выразить 

одною общею задачою и дать для нея одно общее 

р шен1е. Для отого предварительно условимся, во-1-хъ, ка- 

кое изъ двухъ возможныхъ направлен й скорости пофзда (отъ Пе- 

тербурга къ Москв, или наобороть) считать за положительное 

и какое за отрицательное; и, во-2-хъ, какой промежутокъ времени, 

слБдуюций за полуднемъ или предшествующй ему, считать 

положительнымь п какой отрицательнымъ. Условимся, напр., 

скорость пофзда при движеши его оть Петёрбурга къ МосквЪ 

считать положительной, а скорость при обратномъ движенш, 
оть Москвы кь Петербургу—ечитать отрицательцой; такимъ 
образомь мы будемь, напр., говорить: поззиь двигалея со ско- 

ростыю --40 вероть въ часъ, или пофздъ двигался со скоростью 

—535 верстъ въ часъ, разумВя при этомъ, что въ первомъ случа 

пофздъ шелъ оть Петербурга кь МосквЪ со скоростью 40 версть 

въ часъ, а во второмъ случаЪ онъ шелъ оть Москвы къ Петер- 

бургу со скоростью 35 верстъ въ часъ. Далфе условимся считать 

положительными всф т$ промежутки времени, которые сл$дують 

за полуднемъ, и отрицательными т,.которые предшествують 

полудию; напр., мы будемь товорить, что моменть времени, 
въ который требуется опредфлить м%Ъстонахождев1е пофзда, 

отстоить оть полудня на -4 часа, или моментъ этотъ отстоить 

оть полудня па —3 часа, разумВя при этомъ, что въ первомъ 

случав момептъ времеци падо считать позди Зе полудня на, 

4 часа, а во второмъ случа его падо брать раньше полудия 

за 3 часа. 
Допустимъ теперь, что въ задач нашей буквы $ и ® будуть 

означать не числа ариомстичесв]я, какь мы прежде предполагали, 
а числа алгебраическ!я; папр., # можеть означать 

вЪ задачЪ и --4, и —3; о можеть означать и --40, и —35, и друмя 

алгебраичесвя числа. Тогда мы можемъ сказать, что задала 
наша включаетъ въ себ% всф 4 частные случая, указанные выше, 

и точнымь отвтомъ на нее будегь слВдующай общ отвтъ: 

въ указаницый моментъ времени по$здъ 

находился па разстоян!и отъ Бологова, 

равномъ м верстъ, 
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если только подъ произведещемь 9 алгебраическихь чисел 

$ иё условимся разумВть произведоше ихъ абсолютныхъ вели- 

чипь, взятое со знакомъ -- въ томъ случаф, 

когда оба сомпожителя числа положи- 

тельныя или оба-числа отрицательныя, 

и со знакомъ—въ томъ случаф, когда 

одинъ сомножитель число положительное, 

а другой — отрицательное. При этомъ услови 

нашь общий отвЪть (указаицый выше) будеть годенъ для воъхъ 

частныхь случаевь. Дйствительно: 

1) Пусть буквы о и # означають положительныя числа, напр., 

ф=--40 и $=-+3. Эти задашя озпачаютъ, что пофздъ шелъ по 

направлешю оть Петербурга къ Москв® со скоростью 40 веретъ 

въ чась, и что требуется опредфлить мБотонахождеше поззда 

въ моменть времепи, бывийй 8 часа посл полудня, Въ этомъ 

случаЪ искомое мЪсто лежить, какъ мы видфли, на 120 вероть 

оть Бологова по направленйо къ Москв® (см. черт. 15). Значитъ, 

искомое разстояне равно +120 вер. Но, согласно пашему усло- 

во, и произведеше %# въ этомъ случа даетъ: (--40)(--3)=--120. 

Слфд., можно сказать, что искомое разстоян!е равно произве- 

депо % версть. 

2) Пусть © отрицательное число, напр., —40, а & положитель" 

ное число, напр. -3. Эти задашя надо понимать въ томь смыслв, 

‘что пожздъ шелъ оть Москвы къ Петербургу, и надо опредьлить 

его мЪсто въ момепть, бывший 3 часа, послЪ полудня. Мы видфли, 

что тогда оно лежить па. 120 версть оть Бологова, по направлено 

къ Петербургу (см. черт. 16), т.-е. искомое разстоян!о равно 

—120 вер.Но и произведенел въ этомъ случа даеть:(—40)(-| 8) = 

=—120; значить, опять также можно сказать, что иско сз 

разстоян!е равпо 4# вер. 

3) Пусть © положительное число, напр. --40, а # отрицатель- 

ное число, напр. —3. Эти задашя означають, что пофздъ шель 

оть Петербурга къ МосквЪ, и требуется опредфлить его мФето 

въ моменть, бывийй 3 часа до полудня. Это м$фсто находится 

на 130 версть оть Белогова по каправленю въ Петербургу 

{см. черт. 17); значить, искомое `разстояне разно —320 вер. Шеи 
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произведеше %# въ отомъ случа даетъ: (--40)(—3)=—120; слдо- 
вательно, можно сказать, что искомое разстояше равно % верстъ. 

4) Пусть, наконець, и о, и { озпачають отрицательныя числа, 
напр., о=—40, {=—3. Эти заданйя озпачають, что пофздъ шелъ 
по направлено оть Москвы къ Петербургу, и что моментъ 
времоепи, въ который требуется опредфлить мЪстопахождене 
пофзда, быль за 3 часа до полудня. Въ этомъ случа, какъ мы 
видфли, искомое мото лежить на разстояни 120 верстъ оть 

Бологова, по направленйо къ Москв® (см. черт. 18), т.-е. искомое 
разотоян!е равно --120 вер. Но и произведеше *# въ этомъ случа 
даеть: (—40)(—8)=+120; значить, и теперь можно сказать, 
что искомое разстояше равно # верстъ. 

30. Опредълен!е произведен!1я двухъ алге- 
браическихь чиселъь. Произведешемъ двухъ алге- 
бранческихь чисеть наз. произведеше ихъ абсолютныхъ вели- 
чииъь, взятое со знакомъ -|- въ томъ случаЪ, когда перемно- 
жаемыя чиела имЪютъ одинаковые знаки, и со знакомъ — 
въ томь случаЪ, когда они противоположныхь знаковъ. 

Часть этого опредълешя, касающаяся знаковъ, носить на- 
зван!е правила знаковъ; его обыкновенно выражають такъ. при 
умножени плюсъ па плюсь и минусь на минусъ дають илюсь, 
а плюсь на минусъ и минусъ па илюсь дають минусъ; или короче: 
при умножен!и двухъ чисель одинаковые 
знаки даютъ --, разные знаки даютъ —. 

ПримЪры. (+10)(+2)=+20; вообще: (СНоСН=+а; 

(—а (+) 
(носа; 

(—10)(—2)=+20. ([—-9)<-—=-+4. 

81. Замъчане. Изь данпаго опредЪлен1я видно, что отъ 
умножен1я на положительное число знакъ 

множимаго неизм $ пяется, а отъ умножен1я 

на отрицательное число онъ перем$ няет- 

ся на противоположный. 

82. Обобщен1е формулъ умноженя. Фор- 
мулы: (-+а)()=-а, (Са) =—0, (+ас-=—, 
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(—а)(—)=+4, которыми выражается опред $- 

лен!1е ироизводен1я алгебраическихъ чи- 

селъ, остаются взрными и тогда, когда 
подъ буквами ан $ будемъ подразум $ вать 

числа алгебраическия. Въ этомъ легко убфдиться 

повфркою. Возьмемъ, напр., послфдиее равенство: (—а)(—5)= 

=--аб и посмотримъ, во что опо обратится, если въ него на 

мфото а подставимъ число —5 и на мфето © число —2: 

-Е5-С 2) =+С-5)—2). 
Такь какъ выражешя: —(—5) и —(—2) равносильны соот- 

вЪтственно такимъ: --5 и -+-2, то лфвая часть равенства пред- 
ставляеть собою произведеше (--5)(-+ 2), что равно +10. Въ пра- 
вой части равенства произведеше (—5){—2) равшо --10, а вы- 

ражеше --(--10) равпосильно --10. Такимъ образомъ, обЪ части 
равенства даютъ одно и то же число --10, и, значить, оно вЪрио. 
Подобнымъ образомъ можемъ пров$рить и вс другя равенства. 

38. Случай, когда какой-нибудь сомножи- 
тель равентъ нулю. ОпредЪлеше произведешя алтебраиче- 

скихъ чисель примфняется и въ томъ случа, когда какой-нибудь 

сомножитель равенъ нулю; падо только помпить, что абсолютная 
величина числа 0 есть 0 и что выражешя --0, —0 и просто 0 

равносильпы. Такимъ образомъ, (--2). 0=-(2.0)=0; (—2) . 0= 
=—(2.0)=—0=0; 0. (+2)=-(0 . 2)=--0=0 и пр. 

Мы видимь такимъ образомь, что когда какой-нибудь со- 
множитель равень 0, то и произведеше равно нулю. Если еще 
примемь во внимаше, что когда пи одипь изъ сомножителей 
не равенъ 0, то произведене пе можеть равияться 0 (такъ какъ 
въ этомъ случа абсолютная величина произведешя не равна 0), 

то мы можемъ высказать такое свойство произведеня, которое 
неодпократно попадобитея памь впослФдотв1и: 

для того, чтобы произведеше равняловь пулю, необходимо 
ц достаточно, чтобы какой-нибудь сомпожитель равнялся пулю. 

84. Опредвлен!е произведенйя 8-хъ и боле 

сомвожителей. Произведен1емъ 3-хъи боле 
данпыхъ алгебраическихьъ чиселъ, взятыхь 

въ опред ленномъ порядк%, пазывается (какь 
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и въ ариеметикВ) число, которое получится, если 

спачала умпожимъ первое данное число на 
второе, потомъ полученное произведен1е 
умпожимъ на третье данное число ит. д. 
Наприм®ръ, произведене слфдующихь 6 чисель: 

(+2)С-Ю(+-3)(—10)5—9С-0 
получится, если мы произведемь умноженя въ такомъ порядкЗ: 

(1+2(—0=—2; (—2){48)=—6; (—6)(—10)=+60; 
(+ 60)(—4)=—240; (—240)(—1)=+-240. 

85. Знакъ произведен1я. Если перемножалются только 

одни положительныя числа, то, конечно, знакъ окончательнахо 
произведеня должешь быть --. Но когда всЪ или нФкоторые 

сомножители числа отрицательныя (при чемь ни одинъ изъ 
остальныхъ сомнозвителой не есть 0), то произведене окажется 
во знакомъ -- въ томъ случа, когда чиело отрицательныхь 
сомножителей четное, и со знакомъ — въ томъ елучаВ, когда 
это чиело нечетное. Такъ, произведешя: 

(+-2)(—1 (8-10) =+60 
и (+2) —1(+Е8)С-1ю0)—(С-—=+240 
оказались оба со знакомь -- вол дотве того, что въ нихъ число 
отрицательныхь сомпожителей четное (въ первомъ 2, во вто- 
ромь 4); тогда какъ произведен1я: 

(+2)(—0=—8, (+2С-0(+)=—6, 
(--2)(-—Ю(+-8)С-—10)—4) =—240 

оказались со знакомъь — волфдотве того, что'въ каждомъ изъ 

нихъ отрицательпые сомножители входять въ нечетномъ числ». 

Чтобы убъдиться въ общности отого свойства, примемъ во вниман!е, 

что, каково бы пи было алгебраическое число @, произведене (--1) а 
всегда равно @; напр, (+!) (+3)=+3 и (+1) (--3)=—8. Замфтивъ ото, 
возьмемъ произведен!е: 

‘а5с4.. или, что все равно: (--1) або4..., 

тдБ буквы а, 0, с, 4... означають кая-нибудь алгебраическя числа, поло- 

жительныя или отрицательныя. Тогда оть умножешя --1 послфдовательно 
на а, 6, с.. знакъ -- перемнится столько разъ, сколько встрётится отри- 

цательныхь множителей; значить, если этихь множителей четное число, 
10 знакъ -- перемфнится четное число разь, а если ихъ ночетное число, 
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то и знакъ -- перемфнится нечетное число разъ. По знак +, измнившись 

четвое число разъ, остается +, а измфнившись нечетное число разъ, овъ 

двлается—. Отсюда выводится указанное выше свойство. 

36. Свойства произведен1я. Эти свойства тВ же, 

кая принадлежать и произведенио ариеметическихь чисель 

($ 8), а имепно: 

10, Перемфетительное свойетво: произведен 1енеиз- 

м» няется отъ перем$ны порядка сомножи- 

телей. 

Для двухь сомножителей ото слЪдуеть пепосредотвенно изъ 

опредфлешя произведешя алгебраическихь чисель и перем? 

стительнаго свойства произведеня ариомегическихь чисель. 

Такь, принявь во впимаше, что если @ и В озпачають какя- 

нибудь ариеметическя числа, то @==а, мы будемъ имфть с0- 

гласно опредёненио умпожешя алгебраическихь чиселъ; 

(а =- п (Сд=На= +9 

(—а) (+5). 9 и (-+)(-ф-9 фа==—а6 

(Ча =—4 и (-(9=—& об 

(—а)(—В=+% и СС ЗЕба==-На 

Точно такъ же: (На). 0=0 и 0. (а) =0. 

Возьмемъ теперь произведеше, состоящее боле, чФмь изъ 

2-хь сомпожителей, папр., такое: 

(—-9<-9 (9+9... 

Изь опредзлен1я произведенйя алгебраическихь чиселъ слЪдуеть, 

что абсолютная величина дапнаго произведея равна абса; 

знакъ же окажется +- или —, смотря по тому, въ четпомъ числ, 

или въ нечетномь, входять въ произведеше отрицательные 

сомпожители. Если мы переставимь сомножителей какъ-нибудь, 

вапр., такъ: 
(ССС... 

то получимъ новое произведеше, у котораго абеозотная вели- 

чина равпа с4фа... и знакъ будеть -- или —, смотря по тому, 

въ четномьъ числ, или въ печетномъ, входять въ это новое про- 

изведене отрицательные сомпожители. Такъ как сафа...==абод... 

(по поремфстительному свойству произведешя ариеметическихь 

чисель), и число отрицательныхь сомнозкителей оть перемфщеня 
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ихь, очевидно, пе могло измфииться, то у обоихь произведешй 
абсолютная величина будеть одна и та же и знаки одинаковы; 
слздовательно: 

(+9 -—5)-9(+-9...=С-9С+9С-Ь(9... 
Равенство ото остается въ сил и тогда, когда въ числ сомио- 

жителей есть равпые пулю, такъ камь въ отомь случаь во 
произведешя окажутся нулями. 

20. Сочетательное свойство: произве ден! е не изм $- 
нитоя, если какихъ-инбо сомпожителей мы 
зам ипыъ ихъ производен{емъ. н 
НапримЪрь, вычисляя произведене (—5)( +3)(—2), мы можемь 

сомпожителей (--8) и (—2) замвпить ихь ироизведещемь 6. 
ДЪйствительно, примфняя перемфотительное свойство, мы 

можемъ написать: 

(—5)(+3)—2)-=(+3)—-2)(—5) =(<—6)(—5)= 
=(<-5)(—®=(-—5)[(+8(—2)]. 

Въ примфнеши къ произведению трехъ алгебраическихь чи- 
сель абс мы можемь сочетательное свойство выразить такою 
формулой: 

афе-==а(%с). 
Читая это равепство справа налЪво, мы можемь то же свойство 

высказать другими словами: чтобы умножить какос- 
нибудь число па произведен{е, достаточно 
умножить это число на перваго сомно- 
жителя, полученное произведен1е умно- 
жить на второго сомножителя ит. д. 
Слъдотв!е. Чтобы вычислить произведен 1.е 

иБсколькихь сомпожителей, можно раз- 
бить ихь на нак! я угодно группы, про- 
извести умпожен{е въ каждой груии% от- 
дЪльно и полученныя произведен{я пере- 
множить. 

30. Распредфлительное езойство: чтобы умножить 
алгебраическую сумму на алгебраическое 
число, достаточно умножить на это число 
каждое слагаемое отд льно и полученныя 
произведен1я сложить. 
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Отраничимся повфркою этого свойства на частныхь прим$- 

рахь. 

примъръ 1. [(—2)+9-—3)]. (+7. 
Вели вычислимь спачала сумму, а потомъ сдфлаемъ умно- 

зкене, то найдемъ: 

(59 =-28. 

Умпожимь теперь каждое слагаемое отдВльно на -Т и 610- 

зжимь результаты: 

(2+7) 14; (9 =-8; СС) =—26 

—14--63—21=-63—85=-28. 

Мы получили то же самое число -28. 

примъръ 2. [8+(—2)4(—3) 10). 
Вычисливь сумму и умноживь ее на — 10, находимъ 

(+3)(—10)=—80. Произведя умпожеше каждаго слатаемаго 

отдФльно, получимь то же самое число —80: 

8(—10=—80; (—2)-10) +20; ( 3)(—10) =+30; 

—80--20--30=—80. 

37. Доказательетво распредзлительнаго
 свойства. Тре- 

буется доказаль, что каковы бы ни были алгебраичесвя числа а, $,с и т 

всегда: 
(а-ро-ет=ат--ьт--ст. 

Разсмотримъ 00бо слЪдуюние 3 случая: 

10, тесть положительное ц$лое число, напр., =--3 вли 

проще: в=3. Умножить какое-нибудь число на 3 значить повторить это 

число слатаемымъ 3 раза; поэтому: 

(е---9. з=@-ныно-начн-а-начне`. 

Чтобы прибавить сумму, достаточно прибавить каждое слагаемое одно 

за другимъ; поэтому написаниое равенство можно переписать такь: 

(азеочнозааныненачьчненачНВ-е. 

Вь правой части этого равенства, сгруппируемъ слатаемыя такъ: 

ао з=е-раа) Ноно -Нене+д=0344.3+0.8. 

Мы видимъ такимъ сбразомъ, что распредвлительное свойство въ эгомъ 

случав дьйствительно имрегь иъсто. 

20, тесть положительная дробь, напр., т=+т или проще; 

у 7 т 
т. Умножить какое-нибудь число на - значить найти = этого числа, 

1 
для чего достаточно найти сначала -> часть числа & затБыъ эту часть по- 
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авс множить па 7 Но + оть а----с есть ЕЕ 5+5 такъ какъ, умноживъ ис 
слднюю сумму на цблое число 5 (соглаено распредфлительному свойству 
доказанному для т цфлаго), мы получимъ а--5--с: 

во свв ПИ (#5 Э ы 5=5 к 5+5 р 5+: „б=а--Ь-е. 

Пели же т отъ а--Ь--е воть ие, то т оть а равнь 

(+5) .Т, что, согласно доказапному въ 1-мьъ случаВ, составляегт 

= у 7+8 7+ . 7. Выражеше = .7 предсгавляетъ собою пятую часть в 

1 повторенную слагаемымъ 7 разь; значить, оно составаяеть $ Числааи 
1 потому сго можно зам пить произведешемъа. -5 : Тоже самое можно ска; 

Й зать о выражешяхь —.Ти $ 7. Поэтому мы можемь паписаль: 

ас = ий т 7 (ны) ТН) лы ть т.т 
Такимъ образомь распредблительное свойство и для этого случая 

доказано. 

3', тесть отрицательное число, паипр., т == —7. Умножить 
какое-нибудь число па —Т значить умножить это число на 7 и результать 
взять съ противоположнымь знакомъ. Умноживъ 4--5---с на 7, получимъ, 
по доказанному а. 7--5.7--е 7. Члобы эту сумму взать съ противопо- зожнымь знакомь, достаточио перемВнить знажь у каждехо слагаемаго оуямы ($ 20, 8). Но—@ . 7)==а . (—7),-—@ .7)=5 . (--1) и-@. ре. (1); 
поэтому: 

(4-99. (-й=а. (78 (-9+о. (-1). 
Мы видимь такимъ образомъ, что каково бы ни было алгебраическое 

число т, всегда 
(а----е)т-=ат--т--ст 

ДЪлен!е алгебраическихь чиселъ. 

88. Опредълене. Дфлене алтебраическихь чисель опре- 
дьллетол такь же, какьи дфлене ариометическихь чиселъ, 
а именно: дфлеше есть дЪйстве (обратное умпожению), по- 
вредотвомъ котораго по данному произведенно двухъ сомно- 
дителей и одному изъ этихь сомножителей отыскивается дру- 
гой. Такъ, раздфлить +10 па —9 значить найти ‘такое 
число 2, чтобы произведеше (—2)% или — все равно — про- 
изведене 2(—2) равиялось -10; такое число есть, п притомь 
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только одно, именно —5, такь казь произведеше числа, —5 

на —2 равно --10, а произведепе какого-нибудь числа, отлич- 

наго оть —5, на —2 не можеть составить --10. 

39. Случаи, когда какое-нибудь данн
ое чиело 

равно нулю. Такихъ случаевъ можеть быть три, а именпо. 

1) Если дБлимое равно 0, а дЪлитель по равенъ 0, то чает- 

пое дояжио быть 0. 

Вь самомь дБ, раздЪлить 0 на какоев-пибудь число а зна- 

чить цайти такое число, которое, умноженное па а, даеть въ 

произведеши 0. Такое число есть, и только одпо, именно 0; 

значить, 0: а=0. 

2) Если дЪлимое равно 0 и дЁлитель равоть 0, то чаетиое 

можеть равпяться любому числу» 

потому что всякое число, умпозенное па 0, даеть въ произве- 

д шо; слбд., частное 0:0 равно всякому числу. 

3) Вели дфлимое ие равно 0, а дЪлитель равенъ пулю, то чает- 

ное пе существуеть, 

потому что, какое бы число мы пе предположили въ частномъ, 

оно, умноженное па 0, даеть въ произведеши 0, а пе какое-либо 

другое число; значить, частное «.0 повозможно, если а не равно 0. 

Такимь образомь, еели дфлитель раветъ 0, то двлеше или 

невозможно (если дёлимое не равно 0), или есть д®йств1е не- 

опредвленное (если двлимое разно 0); поэтому слу чай 

этотъ мы вообще будемъ исключать, 

40. Правило двлен]я. Чтобы рази\зиить одио алгебраи- 

ческое чиело па другое, дфлаять ихъ абеолютныя воеличипы # 

результаль беруть 60 знакомь --, когда дфлимое и дЪлитель 

имфють одинаковые знаки, и со знакомъ —, когда у дБлимаго 

и дБлателя знаки разные. 

Такъ: (--10) : (+-2)=-5, потому что (+2) (5) =. 

(—10) : (-2)=-55, » » (<= 

(—10) : (+2) =—5, > » (4+9) =—ю. 

(+10) : (—2)=—5, › » (—2)(—5)=410. 

Такимь образомь, правило зпакавъ ири дЬлени остается 

то же самое, что и при умножетши. 
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41. Другое правило дфленя. Мозкно указать болфе 
простое правило дфлешя, если предварительно условиться 
въ зпаченш термипа «обратное» число, 

Чиеломъ, обратпымь данному алгебраическому чпелу 4, на- 
зываотся такое алгобраичеекоо чиело, которое получается 
оть дБлешя -- 1 па а; другими словами, такое число, которое, 
умпожепное на а, даегь въ произведеши -Ё1. Такимь образомь: 
числу --8 соотвЪтствуеть обратное число (+1) : (+3) = 

» 8 » › » (+): Сы 
, Н , хо (+0: (+= , » 2 (М: ое 

Такъ какъ дфление па пуль невозможно, то число оп е 
имфеть себ$ обратнаго числа; всякому другому 
алгобраическому числу соотвЪтотвуеть свое обратное число 
(и только одно). 
Теперь мы можемь высказать другое правило дфленл такъ: 

чтобы раздфлить одно число на другое, достаточно дЪаимое 
умножить на число, обратное дфлителю. Въ отомь легко уб%- 
диться повфркою; напр., (—10):; (6) =—9 и (—10). (+= 
= ит п. 

42. НЪкоторыя свойства дълен!я. 19. Чтобы 
раздфлить какое-пибудь число па произведеше, достаточно 
раздфлить это число на перваго сомпожителя, получеипое чает 
ное раздфлить па второго сомножителя, это частное — на тре- 
льяго сомпожителя и т. д. 

Тань: (40): [(+5)(-2)]= 40) : (+5)]: (-9)= 
=(С-9) : (2) =--4. 

Вообще: @: (66) =(а:6):с 
(здЪеь буквы: «, Фи с озпачалють кая угодно алгебраиче- 
скТя числа, лишь бы только числа 6 п с пе были равны 0). 
Зиобы убфдиться въ в®рности этого равепства, умножимъ 

зредполазаемое часное па дфлителя с; если посл умножешя 
олучимь дфлимое а, то это будеть значить, что предполатае- 
мое частное вЪрно. Выфсто того, чаобы умножить на $е, мы 
хзожемь умпожить на (Ъ. Чтобы умножить какое-нибудь число 

А Киоолевь Апгобра 
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на 6, можно умпознить это число паси затБмь результать умно- 

жить на Ь. Умпоживъ предполагаемое частое (&:5):с на с, 

получимь (по опредфлешио дьлешя) число а:5; умноживъ 910 

число на 5, получимь дФлимое а. СлЪд., предполатаемое частное 

вЪрно. 

20. Чтобы раздлить произведеше на какое-нибудь чиело, 

достаточно раздфлить на это число одного изъ еомножителей, 

Такъ: [2015] : 5) =К-20) : С-5) +18) 

=) =+60, 
или {<—20)(+15)] : (—5)=С-20)К+15) <—5)] 

=(—20)(—3)=-+60. 

Вообще: (05) : в =(а : 6), 

или (аБ) : е=аб : в) 

(здесь буквы а, © п с озпачають камя угодно алгебраи- 

ческтя числа, лишь бы только с пе было равно 0). 

Чтобы убъдиться въ вфрности отихь равенствъ, умножимъ 

каждое изъ этихъ предполатаемыхь частныхь на двлилеля с; 

‘если посл умноженя получимъ дёлимое 05, то заключимъ, 

что равенства вФрны. Оба предполатаемыл‘ частныя предста 

вляють собой произведеше. Чтобы умпожить произведеше, до-- 

статочно умножить одного изь сомножителей. Умноживь на © 

въ первомъ предполатаемомъ частномъ сомножителя (а: 0, а во- 

второмъ предполагаемомъ частномъ сомножителя ($: с), мы по- 

лучимь въ ‘окопчательномь результал® дфлимое аб; значить, 

оба равенства вФрпы. 

ГЛАВА ТУ. 

Раздфлен!е алгебраических 
выраженйй. 

43. Предварительныя замъчан1я. 10. Вь даль 

нъйшемь изложеви мы будемъ предполагать (если не сдвлано 

особыхь отоворокъ), что буквы, входянця въ алгебраически 

выразжен!я, означають числа алгебраическ! я, как 

положительныя, такъ и отрицательныя; буквы могуть така 
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означать и число 0, кромф случая, когда он входять въ выра- 
жене вь качествф дёлителя: дБлен{е н а 0 мы во- 
обще исключаемь ($ 39). 

20. Если случится, что въ какомъ-либо произведени есть 
НЪеколько сомножителей, выраженныхь цыфрами, или н%кото- 
рые буквенные сомножители повторяются, что тавя произве- 
деня можно упростить, пользуясь сочетательнымь свойствомъ 
произведеня ($ 36, 29). Возьмемь, напр., произведеще: 
аЗава (—2) 5. Сгруппируемъ его сомножителей такъ: къ первой 
трупп отнесемъ вохь сомножителей, выраженныхь цыфрами, 
ко второй групп —вохь сомножителей, обозначенныхь `буквою 
а, къ третьей—всЪхь сомпожителей, обозначенныхь буквою ъ, 
и т. д. Тогда мы получныь выражене: [3.. (-2)(ааа)ФЪ)с, 
которое можно написать проще такъ: —6а3 с. . 
Въ дальнЪйшемь мы всегда будемъ предполагать, что произ- 

веденя приведепы кь такому упрощенному виду. 

44. Раздвлевне алгебраическихъ выражен!й. 
Алтебраическое выражеше наз. рац1ональнымьъ отно- 
сительно какой-нибудь буквы, входящей въ это выражене, 
если буква ота не стоить подь знакомь извлеченя корня; въ 
противномъ случа выражеше наз. ирра ц1ональнымъ. 

Напр., выражевше За6--2и: 2 есть рацюнальное относительно 
аи фи ирращональное относительно х. 
Въ начал курса алгебры мы будемь говорить только о 

такихь алтебраическихь выраженяхь, которыя ращональны 
относительно всЪхъ входящихь въ Вихь буквъ (тавл выра- 
жешя наз. просто рац1ональным и, безъ добавлен1я: 
«относительно веЪхъ буквъ»). 
Алтебраическое выражеше наз. ц$лымьъ относительно 

какой-нибудь буквы, если эта буква не входить въ него дёли- 
телемъ или частью дфлителя; въ противномъ случа выражене 
наз. дробнымъ. 

Напр., выражеше Е есть цфлое относительно <, но 
дробное относительно в. 
Въ начал курса алгебры мы будемь говорить бблышёю 

частью только о такихь алгебранческихь выражешяхъ, которыя 
4+ 
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можно назвать цфлыми отиосительпо в с хъ буквъ, входящихь 

въ нихь (ихь просто пазывають цзлыми, безъ добавленя: 

«относительно возхь буквъ»). 

Алгебраическое выражене, представляющее собою произве- 

ден{е нЪоколькихь сомножителей, наз. одночленомъ. 

Напр., выраженйя: — 60252с,-- 0,55, 2т8 и т. п. суть одпо- 

члены. ы 

Одночленомь принято называть также и велкое отдВльно 

взятое число, выраженпою буквою или цыфрами, напр.: а, 2. — 3. 

Число вофхь буквепныхь сомножителей, составляющихь одно- 

члень, наз. его измфрешемь; такъ, одночлень За?5е, который 

представляеть собою произведене Заафе, воть одночлень четвер- 

тато измфрешя, одночлень 1043—третьяго измфрешя. 

45. Коэффищентъ. Выражеяный ‘цыфрами сомножитель, 

стоящй впереди одпочлена, наз. кооффищентомъ его. Такь, 

въ одпочлен» —6030% число —6 есть кооффищенть этого 

одночлена !). 
Цфлый положительпый коэффищенть озпачаеть, сколько разъ 

° повторяется слатаемымь то буквеппое выражеше, передь кото- 

рымь ошь стоить. Напр., Заф==(аЪ) . З==а-Наф-раф. 

Дробный положительный коэффищенть означаеть, какая дробь 

берется оть буквениато выраженя, къ которому онъ относитол. 

Такъ, въ выражешщи 12° коэффищешть означаеть, что оть 27 

берется 1, потому что 12-527. $, а умножить на # значить взять 1 

оть множимаго. о 
Отрицательный коэффишепть означаетъ, что буквениое выра- 

кеше, передъ которымъ онъ стоить, умножается на абсолютную 

величину этого кооффищеита и результать берется съ противо- 

положиымь знакомъ. 

Замъчан!я. 19, При одпочлен®, пе имвющемь коэффи- 

щента, можно подразум®вать кооффищенть --1 или —1, смотря 

2) Если изкоторымь буквамъ одночлена придають особое значеше, от- 

личая ихъ оть остадьныхъ, то кооффищевть можеть быть и буквен- 

ный. Напримфръ, если въ одночлен$® 2А2? мы почему либо букв = при- 

заемъ особое значен!е, то можно сказать, что 2А есть коэффищенть при 29. 
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но зпаку, который стоить (или иодразумьеается) передъ одво- 
членомь; такъ, -раф (или аб) вое равно, что --1аЬ, и —а6 вое 
равно, что (—1) аб. 

20. Не должно думать, что одночленъ, передь которымъ 
стоить зпакъ—, предотарляеть собою всегда отрицательное 
число, а одночлень со знакомъ -|- есть всегда число полозкительное. 
НапримЪръ, при а=—3 и $=--4 одпочлень --2а6 даеть отри- 
цательное число: (--2)(—8)(--4) =-—24, тогда какъ при тВхь же 
значешяхь буквь одночлень —206 даеть число положительное: 
(2-8) =-24. 

46. Многочленъ. Алгебраическое выражено, составлеп- 
ное изъ нфоколькихь другихь алгебраическихь выраженй, 
соединепныхь между собою зпаками -- или —, наз. много- 
членомъ. Таково, папр., выражение: 

а— 
&— ай фе---— 

Отдвльныя выражешя, оть соединеня которыхъ знаками -- 
или — составилоя мпоточленъ, наз. членами его. Члены 
многочлена разсматриваются вмфотВ съ тёми зпаками, которые 
отоять передь пими; папр., говорять: члешь —а2, члень +352, 
и т. п. Передъ первымь членомь, если передь нимь не поста- 
влено никакого знака (какъ въ приведенномъ примфрЪ), можно 
подразум$вать знакь --. : 

Млогочлень, состоявИй изъ двухь членов, наз. дв учле- 
номьъ (или бипомомъ), изь трехь членовь —трехчле- 
номьъ (или трипомомъ) и т. д. ` 
Многочлень паз. рац1ональным ъ, если всё его члены 

ращопальные, и цф лы мъ, если вс его члены цвлые. 
ЦФлый мпогочлень паз. одно роднымьъ, если вс его 

члены суть одпочлены, имфюце одинаковое измфрене. Напри- 
мврь, выражоеше 200? -а*—5афе есть однородный  многочленъ 
третьяго измврешя. 

АТ. ГлавнЪйш1я свойства многочлена. Всявй 
уяогочленъ можно разсматривать, какъ 
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алгебранческую сумму его членовъ. На- 

примфрь, многочленъ: 
24—06 + —а-НЬ 

можно представить въ вид такой суммы: 
(24?) --С-а6)-НСН)--С-®-НСНЬ, 

такъ какъ при всякихь численныхь зпачешяхь буквъ, выра- 

жене --2а? равносильно выражению 24°, выражеше --(—а6) 

равпосильно выражецно —05, ит. д. ($ 25). 

Велфдстве этого всё свойства суммы алгебраическихь чисель, 

($ 20), принадлежать также и многочлену. Эги свойства слф- 

дующя: 
10. ПеремВетительное свойетво. Численная величина 

многочлена не зависитъ отъ порядка его 
членовъ. 
Положимъ, напр., мы находимъ числениую величину много- 

члена: 
2а?—о6--9*—1а-Ь 

при а=4 и $=—3. Для этого предварительно вычислимъ каждый 

члешь отдфльно: 
24?=2(4 . 4)=32; а =—4 . (—8)=-12; 

НН 3) (8) =9; в=—}.4=—8. 
Теперь сложимъ вс получеппыя числа или въ томъ порядьз, 

въ какомъ написаны члены многочлена: 
32-- (12) --(--9)-+(—2)-+С-3) =82-12-+9—2—8=48, 

или въ какомъ-нибудь иномъ порядкЪ; всегда получимъ одно 
и то же число 48. 

2?. Сочетательное евойство. Численпая величина мно- 
члена не изм$нится, если как1е-либо его 

члены мы замф$нимъ ихъ алгебраическою 
суммой. 

Такъ, если въ данномъ выше многочлен мы замфнимъ члены: 

—0%, -? и —4а ихь алгебраическою суммою, т.-е. возьмемь 

этоть мпогочлень въ такомъ вид: 
2а*--(—а6 На), 

то при а=4 и $=—3 получимъ: 

32--(12--9—2)—3=82--19—8=48, 

т.-е. получимъ то же самое число 48, какое получили прежде. 
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38. Перемфна знаковъ передъ членами многочлена. Если 

передъ каждымъ членомъ миогочлена пе- 
рем иимъ зпакъ на противоположный, то 
получимъ повый миогочленъ, численная 
величина котораго противоположна чис- 
ленной величин перваго многочлена. 

Напр., числениая величина многочлена 2а— 6 -Н—1а-РЪ 

при а=4 и ф=—3 равна, какъ мы видфли, 48; перемнивъ передъ 
всфми членами знаки на противоположные, мы получимь новый 
многочлень: 

— ааа, 
числепная величина котораго при тБхь же значеняхь буквъ 
составляегь не 48, а —48: 

—82--(—12)—9--2—(—3) =—82—12—9--2-8 =—48. 

ГЛАВА У. 

Приведене подобныхъ членовтъ. 

48. Подобные члены. Члены многочлена, отличаю- 
ицеея только коэффищептами, или же ие отличаюнуеея ни- 

ч%мь, наз. подобными. Наприм$ръ, въ такомъ мпогочленЪ: 

40253 — За --0 ‚5075 -За%е-- Ва 

первый члень подобенъ третьему, потому что эти члены отли- 
чаются только коэффищентами (у перваго члена коэффищенть 4, 

ау третьяго --0,5); второй члешь подобенъ пятому по той же 

причинЪ (кооффищепть у второго члена —3, ау пятато --8). 
Членъ +34 не иметь себЪ подобныхъ, потому что онъ отли- 

чается отъ остальныхъ членовъ буквами и показателями при нихъ. 

49. Приведенйе подобныхъ членовъ. Когда 

въ многочлен встрфчаютсл подобные члены *), то его можно 

х) Чтобы лече было находизь подобные члены, полезно чдены много- 

чдена всегд» писать такъ, чтобы буквенные множители, входяще въ со- 
ставъ этихъ чденовъ, были расположены въ алфавитном ъ порядкв; 
напр., членъ--36%43 лучше писать тажъ: -- 3420? 



эбе 

упростить, соединяя вс подобные между собою члены въ один. 

Такое соедипене наз. приведен1емъ подобных 

членовъ. 

Положимъ, напр., что въ какомъ-пибудь многочлен® имфются 

лаве подобпые члепы: --3а, —2а, —а, + Будуть ли эти 

члены слфдовать одинъ за другимъ, или они будуть раздЪляться 

какими-пибудь другими члепами, мы всегда можемъ, основы- 
ваясь па сочетательномь свойств многочлена, замфнить вс№ 
эти члепы ихъ алгебраическою суммою --3а—2а—а--5}а. Но 

+3а—2а-а-51а=(-3—2—1 +5 ̂ а, 

такъ какъ, согласно распредлительпому свойству умпожешя 
($36, 3°), чтобы умпожить алгебраическую сумму --8—2—1--5} 
на число а, достаточно умпожить па а каждое слагаемое этой 
суммы отдЪльно. Сумма --3—2—1--5} равиа --5}, поэтому: 

+3а—2а-а-;а=-НЫ\а. 

Мы приходимъ, такимъ образомъ, къ слфдующему выводу: 
иЪеколько подобныхь чисель многочлена можно замфнить 

однимъ подобнымъ имь члепомъ, у котораго коэффищенть 

равенъ алгебраичеекой сумм коэффищентовъ этихъ членовъ. 

ПримЪры. 

1) а бта—2та-Тта—Втеа--(5—2--7—8)та-=а Ета; 

2) 4аг-НЯ—ТагВаз--Ваз= {4—1—8--2) ад? =—Чаж--У?= 

= Чаз. 
3) 40703 —3а6 Зав -Р0, 50763--За?с -8ар=(4&--0,5) 4263 --(—3--8)а6 -- 

аа ‚баз --5аь +3 ас. 



ОТДЪЛЪ 1. 

Первыя четыре алгебраичеек!я 
дъйетя. 

50. Общее замъчане. Во алгебраичесвя дЪйств я предота- 
зляють собою преобразоваяя одного алгебраическаго выражеш въ дру- 
тое, тождествениое первому. Такъ, сложене многочденовь есть преобра- 
зовале суммы многочленовъ въ одинъ многочленъ (или одночленъ), тожде- 
ственный съ суммою данныхь многочленовъ; умножение одночленовъ есть 
преобразовано произведеня одночленовь въ новый одночденъ, тождо- 
ственный съ этимъ произведешемъ, ит ни. 

ГЛАВА 1. 

Алгебраическое сложене и вычитанйе. 

51. Сложен1е одночленовъ. Пусть требуется сло- 
зкить одночлены: За, —59, --0,2а, —76 и с. Ихъ сумма выразится 

такъ: 

За--(— 55) -Н(-Е0,2а)-НС-то)-с. 

Но выражения: --(—55), -+-(+0,2а), -+-(—76), при всякихь 
значеняхь буквь а п 6 равносильшы ($ 95) соотвЪтотвенно 

выражешямь: —56, 0,2а, —70; поэтому сумму данныхъ одно- 
членорь можно переписать проще такъ: 

3а—55--0,2а—75--е, 

310, послЬ приведешя подобныхъ членовъ, даетъ: 8,2а—12%-с. 

Правило. Чтобы сложить иеколько одпочленовъ, пишутъ. 

нхь одишь за другимъ съ ихъ знаками и дфлаютъ приведен 
подобныхь членовъ, вели они окажутея. 
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52. Сложене многочленовъ. Пусть требуется кь 

какому-нибудь числу А приложить миоточлень ао —а: 

А-а-а). 

Мпогочлонь а—5--с—@ предотавляеть собою сумму алгебраи- 

ческихь чисель: а--(—)-+е-Н-—@); но чтобы прибавить сумму, 

достаточно прибавить каждое слагаемое одно за другимь ($ 20,2°); 

поэтому: А-а-а) =А-а-С-е+ (-—а), 

что, согиасно формуламь двойпыхь знаковъ ($ 25), можно 

переписать такъ: А-а 9-—9=Аа- е—4. 

Правило. Чтобы прибавить многочлень въ какому-ни- 

будь числу, приписывають въ этому числу ве члены много- 

члена одинъ за другимъ еь ихь знаками (при чемъ предъ 

тЪмъ членомъ, при которомъ не стоить никакого знака, должно 

подразумфвать знакь -+Р)|]и дЪлаютъ приведеше подобныхъ 

членовъ, если они окажутся. 

ПримЪръ. (За? баб 9?) (46—52 --7ай). 

То, что мы обозначили сейчас буквой А, дано теперь въ видВ 

многочлена, 3а?—5а5--5?. Примбняя указанцое правило сло- 

зкешя, найдемъ: 

(За—ба6-Н5?)- (даб —62--1а?) =(ва— баб --5?) +4а—6*--Та. 

Вь полученномь результат скобки могуть быть отброшены, 

потому что отъ этого смысль выражешя не измнится: 

За— ба 52-4 —6?-- То. 

Приведя въ отомъ многочлен подобные члены, получимъ 

окончательно: 
1002—а5. 

ЗамЪчан1е. Воли данные мноточлены содержать по 

добные члены, то полезно писать слагаемыя одно под дру- 

тимъ такъ, чтобы подобные члены стояли подъ подобными; напр., 

За о-- 208 

ба — а 
За —ра?д--0,За? 

— ца 41а? --1 308 
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538. Вычитан!е одночленовъ. Пусть требуется изъ 
одночлепа 10427 вычесть одпочленъ — За: | 

10425—(—3а7%). 
Для этого, согласно общему правилу вычитаня ($ 23), до- 

достаточно къ ‘уменпьшаемому прибавить число, противоположное 
вычитаемому. Число, противоположное одночлену —8а2%, есть 
3425; значить: . 

1002—(— За?2) =10ае Зах, 
что, посл приведен1я подобныхь членовъ, даетъ 13а2х. 

Правило. Чтобы вычесть одпочлеиъ, приписывают 
къ умспышаемому этоть одпочлешь ©ъ противоположнымъ 
знакомъ и дЪфлають приведете подобныхъ членовъ, если они 
окажутся. 

54. Вычитан!е многочленов. Пусть требуется 
изъ какого-нибудь числа А вычесть многочлень а— Ее: 

А—{@а—-5). 
Дия этого достаточно прибавить кь А число, противопо- 

ложное числу а—Ъ--с. Такое число есть ($ 47,38) —а- с. 
Ол$дов., А—(а— 8 =А-(-—а-—0). 

Примфняя теперь правило сложеня многочленовъ, получимъ: 
А— (а 6-9 =А—а-Н с. 

Правило. Чтобы вычесть многочленъ, принисываютъ 
въ уменышаемому во члены вычитаемаго еъ противополож- 
ными знаками и дфлають приведеше подобныхь членовъ, если 
они оказжутел. 

ЗамЪчан!е. Когда вь многочленахь есть подобные 
члены, 10 вычитаемый многочлень полезно писать подь 
уменыпаемымь, перемфияя у вычитаематго многочлена знаки 
на обратные; напр., вычиташе; 

(74—26 --6?) —(50*—252--4а5) 
всего удобнЪе располагать такъ: 

7а2—2а-- 
ЗЕ 5а?--4аф-Е 26? 
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(вь вычитаемомь мпоточлешв верхше знаки поставлены В, 

каве были даны, а внизу они перемпены ва обратные). 

55.Раскрыт!е скобок, передъ которыми ето- 

итъ знакъ -- или —. Пусть требуется раскрыть 

скобки вь выражеши: 

2а--(а—36--с)—(2а--26). 

Это надо понимать такь, что требуется надь мпогочленами, 

стоящими внутри скобокь, произвести 5 дЪйствя, которыя 

указываются знаками передь скобками. Произведя оти дЪй- 

стыя по правиламъ сложеня и вычитая, получимъ: 

2а--а—85 --+е—2а-Н5—2ог=а--—с. 

Изь правиль сложешя и вычитавя мпогочленовъ слФдуеть, 

что, раскрывая скобки, передъ которыми стоить --, мы не должны 

измфнять знаковъ внутри скобокъ, а раскрывая скобки, передъ 

которыми стоить знакъ —, мы должны передъ вофми членами, 

стоящими впутри скобокъ, измВнить знаки па противоположные. 

Пусть еще требуется раскрыть скобки въ выражен: 

10р—[Вр-(6р—10)—4]. 

Для этого раскроемъ сначала внутреннйя скобки, а затВмъ 

вифия: 

10р—[8р--6р—10—4]=10р—8р—бр-+10--4=2р 14. 

Можно поступать и въ обратномъ порядк, т.-е. сначала. 

раскрыть внЪиийя скобки, а потомъ внутреншя. Раскрывая 

внфшыя скобки, мы должны припимать мпогочленъ, стояний 

во внутреннихь скобкахь, за одпочлень и поэтому не должны 

измВнять зпаковъ внутри этихь скобокъ: 

10р—[8р-(бр—10)—4] =10р—3р—(6р—10) +4 
=10р—8р—бр--10--4=9р--14. 

56. Заключен1е въ скобки. Для преобразовашя 

мпогочлена часто бываеть полезно заключить въ скобки сово- 

купность ифкоторыхь его членовъ, при чемь передь скобками 

цпотда желательно поставить --, т.-е. изобразить многочлень 

въ вид суммы, а пногда —, т.-е. изобразить мноточлепь въ вид 

разпости. Пусть, папр., въ многочленз в«--—с мы желаемъ зал 
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\почить въ скобки два послфише члепа, поставивь передь 
скобками знакъ --. Тогда шишемъ такъ: 

а 6—е=а--®—5), 
т.е. впутри скобокъ оставляемъ тЪ же знаки, каке были въ 
дапномъ мпогочлен%. Что такое преобразоваше вёрно, убфдимся, 
если раскроемъ скобки по правилу сложен!я; тогда получимь 
снова данный многочленъ. 

Пусть въ томъь же многочлен а-Н5—с требуется заключить 
въ скобки два послдн!е члена, поставивъ передь скобками 
знакь минусъ. Тогда напишемь такъ: 

а -е=а— (ве) =а—(—5). 
т.-е. внутри скобокъ передъ всфми членами перемфняемъ знаки 
на противоположные. Чло такое преобразоване вЪрно, убъ- 
димся, если раскроемъ скобки по правилу вычитан1я; "тогда 
получимь снова дацпый многочленъ. 

ГЛАВА ПИ. 

Алгебраическое умножене. 
57. Предварительное замвчан!е. Такь какъ по- 

казатель степепи означаеть, сколько разъ возвышаемое 
число надо повторить сомножителемъ, то онъ должень быть 
числомь цфлымт и положительнымъ; возвышае- 
мое же число можеть быть какое угодно: цфлое и дробное, поло- 
жительное и отрицательное, и даже нуль. 

58. Умножен1е степеней одного и того же 
числа. Пусть падо умножить а4 на 03; другими словами, тре- 
буется умножить а* па произведеше трехъ сомножителей: ааа. 
Но чтобы умпожить на произведеше, достаточно умножить на 
перваго сомножителя, полученный результать на второго со- 
множителя и т. д. ($ 36, 2°); поэтому: 

аа =а“ааа)=ааавааа=аА+3 07. 
п роз праь — прыь 

И ДИ Ис тт, Вообще ава =а"(ааа...а)=ава...а. ваа...а. =а”"*". 
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Правило. При умножеши стенепей одного и того же 

числа показатели ихЪ складываютея. 

Примзры. 1) даб‘ =, 2) ттт В, 
Аб, 
4) р’ =" #2) ==" при. 

59. Умножене одночленовъ. Пусть дано умно- 
экить --3а2% па —603544?. Такъ какъ одночлень— 50644? пред- 
ставляеть с0бою произведенше 4-хь сомножителей: —5.0°. 

$, 42, то для умножея одпочлена -[3963е на — 596%? 

достаточно умножить мпожимое па перваго сомножителя —5, 

результать умножить на влорого сомножителя аи т. д 
Значить: 

(--3а253с)(—509644?) = (--3а?58е)(—5) а?“ =(--З)а763‹(—5)а8Ъ*а?. 

Въ послЪднемь произведеши соедпнимъ сомножителей въ 

таюя групиы ($ 36, 2°). 

[+8 5) Кага оф =—пбабтод?. 
Сад (3972,3) (—6а86 44?) =—1вабьтоа?. 
Правило. Чтобы перемножить одпочлены, перемпожалють 

ихь коэффищенты, складываютъ показателей одинаковых 

буквъ, а т буквы, которыл входять только въ одного сомно- 

житехя, переносять въ произведене еъ ихъ показателями. 

ЗамЪчан!е. При умноженли коеффицентовъ надо, конечно, 

руноводитья правиломъ зпаковуъ, т -0. что при умно- 

жетши двухь чисель одипаковые знаки дають --, а разные —., 

Прим$ры. 1) (0,7434) (3а4?)-=2 лобалул. 

2) (ут) = (ти) ут) == итйА, 
3) (1,2а’т”-дату=0,9а’ ит”, 

4) (— 3,522) 413) = ау, 
5) (40769) Тар") = ава #8 

60. Умножеве многочлена на одночлентъ и 

обратно. Пусть дано умножить мноточлень а---—с на од» 

ночленъ т: 

(а сбт 

Всяый многочленъ, какъ мы видВли ($ 47), пределавляеть 
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собою сумму алгебраическихь чисель. Но чтобы Умножиль 
сумму алгебраическихь чисель, досталочно умножигь казжкдое 
слагаемое отдфльшо и резульаты сложить; поэтому: 

(а--5--одт=[а-НЬ-Н(-—с) жать Нет -Н-ет. 

Но (-от=—фт и К-т) =—ет, значить 

(в--6—от-=ат--6ьт—ст. 

Правило Чтобы умножить мпогочленъ на одночленъ, 
умножають на этотъ одночлешь каждый членъ мыогочлена и 
полученныя произведешя складываютъ. 

Такъ какь произведене не измфияется оть перемфны м®оть 
сомполителей, то это правило примфнимо так- 
же и къ умножен1ю одночлена на много- 
члент. 

ПримЪръ. Пусть требуется произвести умнозженле. 

(32—22? --ба22—1)(—49243), 

Производимь дьисгая въ такомьъ порядкЪ. 
(323) (—4а243) =— 12а, (—242*)(—4а?13) = Роз, 
(байк) (Ча?) =—20044й, (—1)(—4 9258) = + 4араз. 

Искомое произведенле будоть. 
—12078 --84326— 2004 да?ая. 

Прим$ры. 

1) (9—6 )за-==а за) —(а6)(ва) 53а) =За—8а%5 | 3аё?, 
2) (79 -Наз—0,3)(2 Лайз) =(742)(2 1025) -(Чаз)(а ла?) — 

—(0,3)(2 142) ==14 ай --1,576а 9—0 63а? 
3) бт вв) аод" ва од, 

61 Умножен1е многочлена на многочленъ. 
Пусть дано умножить: 

(а —)(4—в) 
Разсматривая мпожимое, какъ одночленъ, мы можемь одфлать 

умнозженае по правилу умнозжешя одночлена на многочленъ: 

(а--5—6) (4—9) {а--5—в)4-—(а-5—се. 
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Разсматривая теперь выражеше а--5—с, какъ многочлеиъ, 

можемь вторично примфнить правило умножешя многочлена 

на одночленъ: 

(а--—с)(4—в)=аа-Нфа—е4-—(ае--бе— се). 

Накопець, раскрывъ скобки по правилу вычиташя, получим: 

(а--5—с) (4—@=аа-- в4—са—ае—бе-се. 

Правило. Чтобы умиожить мпогочлень на многочлень, 

умножають каждый члепъ множимаго па каждый член множи- 

теля и полученныя произведеня складывают. 

Конечно при умпоженйи членовь надо держаться правила 

знаковут, по которому одинаковые зпаки дають --, а разные—. 

ПримЪръ. (—505 5—8) (4*—806*-Н№). 

Умножимъ спачала вс члены множимаго на 1-Й членъ мно- 

экителя: 

(2—Ба5--0*—8)а==а8— 6446 -а6*— За. 

Затьмъ умножимь вов члены мпожимаго па 2-й членъ мио- 

зкителя: 

(42—64 --5°—8)(—8а6?) =—3а36?--160753—3а6*-- 962. 

Далбе умножимь всЪ члены множимаго на 8-й членъ мно- 

экителя: 

а 

(а?— ба 5—3) (08) =а63—баф*--65— 863. 

Наконець, сложимь получеппыя произведеня и сдфлаемъ 

приведен{е подобныхь членовъ; окопчательный результать будеть: 

25—54 —208°—3а3--16а25°—806*--9 06? --0°— 803. 

ЗамЪчае. Чтобы при умпожеши миоточленовь пе про- 

пустить ни одного произведеня. полезно всегда держаться 
одного какого-пибудь порядка умножен!} я; 
напр., какь ото мы сейчась дфлали, умпожить спачала, вс члены 
множимаго на 1-й члепъ мпожителя, зат мъ вс члены множимаго 

ла 2-Й членъ мнозкителя и т. д. 
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ПримЪры: 1) (а )(и—п—р)=ип-ит--ви-Ни--ар-Н®р; 

2) (ду) —ву уу; 
3) (Зап —4а?) (и? — бат) = 

Зап --2п^—4а? 15а? —10аи--20а?, 
—=— 7аи8--9 19422 --20ап; 

4) (24^—3)2=(9а?—3)(2а?—3)=(2*^—3(2а?) 
(2а2)3 --9 =4а^-—ба?— ба? --9 =44^—1942-|-9. 

ГЛАВА Ш. 

Умножен!е расположенных много- 
членов. 

62. ОпредЪлен1е, Раеположить мпогочлентъ по степенямъ 
какой-пибудь одной буквы значить, если возможно , написать его 
члены въ такомъ порядкЪ, чтобы показатели этой буквы уве- 
личивалиеь или уменьшалиеь отъь перваго члена къ посл диему. 

Тацъ, многочлен 1--2%--3а—а—1* расположень по воз- 
растающимъ степенямьъ буквы =. Тоть же ‘много- 
члень будоть расположень по убывающимь стене- 
нямъ буквы ах, если члены его напишемъ въ обратномъ 
порядкЗ: 

ааа 22-1. 
Буква, по которой расположенъ многочлень, наз. главной 

его буквой. Котда члепы многочлена содержать нфсколько буквъ 

и ни одной изъ пихъ пе приписывается какого-либо особеннаго 
значешя, то безразлично, какую изъ нихь считать за главную. 

Члепъ, содержаций главную букву съ наиболышимь показа- 
телемъ, наз. высшимьъ членомь многочлена; членъ, содер- 
калий главную букву съ нанменьшимь показателемъ, или не 
содержащий ея вовсе, паз. низшиму членомъ многочлона. 

Чтобы расположить такой многочленъ, въ которомъ есть нЪеколько 
членовъ съ одинаковыми показалелями главной буквы, надо заключить 

эти члены въ скобки и вынести за скобку общим миожителемъ главную 

букву съ ея показатолемъ. Напр: 

Ра — Ча —1иал—Вазх-р 

=? аа (4024 аа7)— Вазх--] = 
== раал— (Чада) —8а9х--1 1 

© А Пиовиевь Азобру 
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Здфсь двучдень — (44? +- }а) должно разоматриваль, какъ коэффи- 

щенть при 27. 

63. Умножен1е расположенных многочле- 

НоОВ’Ь всего удобнЪе производить такъ, какъ будеть указано 

на слфдующихь примфрахъ. 

ПримЪръ 1. Умножить 345-7128 па 2— Вах. 

— 2-12 -32—5 
—827 4+ 2+2 

3255622441 --40°..... произведение множимаго на — 8? 

— 25 7484 за2—52. .. произведеше множимаго на +7. 

— 243--1422-+62—10  произведеше ыножимахо нё +2. 

845—51712-—1923--5722-- х—10 полное произведете. 

10. Расположивъ оба многочлена по У бывающимъ 

стешелямъ одной и той же буквы, пишуть множителя подь 

множимымь и подь множителемь проводять черту. 'Умпожають 

вс члены мпожимаго на 1-Й членъ мпожителя (па — 827) и по- 

пученное частпое произведен{е пишуть подъ чер- 

тою. Умножають затЪмь воз члепы множимаго на 2-й членъ 

множителя (па --2) и полученное второе частное произведен1е 

пишуть подь первымь частнымь произведошемъ так», чтобы 

подобные члены стояли подь подобпыми. Такъ ке поступають 

при умножеши вохь членовъ множимаго на слФдующце члены 

множителя. Подъ послЗднимъ частнымъ произведещемъ прово- 

дять черту; подъ этою чертою пишуть полное произве- 

денте, складывая всф частныя произведеня. 

9 Можно также оба многочлена расположить по воз- 

растающимъ степ еням гиавной буквы и затфмъ про- 

изводить умножеше въ томъ порядьЁ, какь было указано: 

— 5-Е 77—99 
2+ 2—8 

—10-Е 62-1492 — 28 ......... . произведеше на 2. 

—52- 322 74—21........ произведеще на 52. 

--4047—948—56654--8: произведеше на— 827. 

10+ #+514#—194—572'--825... о. полное произведеше. 
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Удобство этихъ шруемовь, очевидно, состоить въ томъ, что 
при отомъ подобные члены располагаются другь подь друтомъ 
и, слфдовательно, ихь не нужно отыскивать. 
ПримЪръ 2. Умпожить а--5а—8 па а?--2а—1. 
Вь этихь мноточлепахь недостаеть ифкоторыхь промежу- 

точныхь членовъ; въ такихь случаяхь на мВетахъ этихь члеповъ 
полезно оставлять пустыя пространства для болфе удобнаго 
подписыван1я подобиыхь членовъ: 

а > +5а —3 
9? --2а 

аб +5 

+24“ -104?— ба 

—@ — ба-3 
авооя аа -р та, 

64. Высший и низпий члены произведен1я. Изь 
раземотрёнял примфровь умноженшя расположенныхь много- 
члеповъ слфдуетъ: 
выспий членъ произведешя равенъ произведено высших 

члена множимаго на выешйй членъ множителя; 
низшЙ членъ произведешя раветь произведению низшаго 

члена множимаго на назний члегь множителя. 

Остальные члены произведешя мотуть получиться отъ с0- 
единея ифсколькихъь подобныхь членовь вь одинъ. Можеть 
даже случиться, что въ произведен, посл приведешя въ немъ 
подобныхь членовъ, воз члепы уничтожатся кромф высшато и 
низшаго. 
ПримЪръ. 24--а23-- аи? оз -- 04 

г—а 

ааа ия ров рояь 
аб 
р > аб. 

65. Число членовъ произведен1я. Пусть во мно- 
жимомъ 56, а во мпожитель 3 члена. Умноживь каждый члень 
уножимато па 1-й члеть множителя, мы получимъ 5 членовъ про 
изведешя, умноживь каждый членъ множимаго на 3-й членъь 

5* 
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мпожителя, получимъ еще 5 члеповъ произведешя, и т. д.; зна- 

чить, воБхь члеповъ произведен!я будоть 5. 3, т.-е. 15. Вообще, 

чиело членовъ произведеня, до соединешя въ немъ подоб- 

ныхъ членовъ, равно произведенно чиела членовъ множимаго 

на число членовъ множителя. 

Такь какъ выспий и пизций члепы произведеня не могутъ 

имфть подобныхъ членовъ, а вс проч!е могутъ уничтожиться, то 

наимепьшее число членовь произведешя, поел приведешя 

въ немъ подобныхь членовъ, равпо 8. 

ГЛАВА ТУ. 

Нъкоторыя Формулы умножен1я 
двучленовъ. 

66. Полезно обратить особое вниман]с на сл$дующце 5случаевь 

умножешя двучлеповь и запомнить окончательныя формулы, 

1. Произведеше суммы двухъ чиселъ па ихъ разность равно 

разности квадратовъ тфхъ же чиселъ; т.е 

(а--5)- (а—5)=а*—5". 

ДЪйствительно: (а-5)(а-Ъ)=а? аа =а—°. 

Напр., 25. 16=(20--5)(20—5)=20*. 5 =400—25 =875. 

И. Квадрать суммы двухъ чиселъ равешь квадрату перваго 

числа, илюсъ удвоениое произведеше перваго числа па вто- 

рое, илюеъ квадрать второго числа; т.е. 
(а-- 6) ==а?--2а6--5?. 

ДДЪйствительно: (а) 2 —(а-НЪ(а-НЪ) = -а6 00 $: 

=а?--2а5-Ь?. 

Напр., 672=(60--7)2=60?--2 .60.7-7?=8600--840--49 =4489. 

ит. Квадрать разлоетидвухь чисель равенъ квадрату пер- 

ваго чиела, мипуеъ удвоенное произведен е перваго чиела на 

второе, плюеъ квадрать второго чиела; т.-е. 
(4—6) *=а?—2а6-- 6. 

„Двйотвительно: (а—5)*=(а—)(а—5) =а*—а6—аь = 

=а—206--5?. и = 

Напр., 19%=(20—1)*=20*—2 .20.1--12=400—40-1=881. 
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ГУ. Кубъ вуммы двухъ чисель равешь кубу перваго чиела, 
плюсъ утроенное произведеше квадрата порваго числа на второе, 
плюсь утроеншое произведен!е перваго числа на квадратъ вто- 
рого, илюеъ кубъ второго числа; т.-е. 

(2-6) а24-30725-- 361-58. 
Дфйствительно: (а-5)8=(а-Н)Жа--Ь)=(а?--8а6-- $? (а-5) 
ооо ооо то-ьайф-вар-, 

У. Кубъ разности двухъ чисель равенъ кубу перваго числа, 
минуеъ утроешное произведеше квадрата перваго чиела па вто- 
рое, шиосъ утроениое произведен е перваго чиела на квадрать 
второго, минусъ кубъ второго числа; т.-е. 

(2—6) 28—34 За —53. 
ДЬЙствительно: (а 6 =(а- Ка) =(07—206--)(—5) 

==а*—2а%% -|-*— 096 -- 26—03 =а?—3а26 --Заф?—5. 

Зам чан!е. Формулы Ш и У могуть быть получены 
соотвЪтственно изъ формуль Пи ТУ (и наобороть), если въ по- 
слфдиихьъ формулахъ замиимь |, на —5. Дйствительно: 

[@-+- = 2—8) -( ое аб) -Ну?а— даб +; 
[+= 30 —5)+8а(—5)*-+-(—6)=а7--(—8а96)-- 

+346 --(—03) =а*—3а% --3а6?— 3 

Условившись всяк двучлень разсматривать, какь сумм у, 
мы можемь 4 указанныя формулы свести къ слфдующимъ двум: 

Квадрать двучлена равешь квадрату перваго члена, плюсъ 
удвоепное произведеше перваго члена па второй, плюсь 
квадрать второго члена. 
Кубь двучлона равень кубу перваго члена плюсъ утроенное 

произведене квадрата первахо члена на второй, плюсъ утроенное 
произведеше перваго члена па квадрать второго, илюсъ кубъ 
второго члена. 

67. Примфнен1я. При помощи формуль предыдущаго 
параграфа можно иногда производить умпожеве многочленовъ 
проще, чёмъ обыкновеннымь путемъ, какъ это видно изъ сл- 
дующихь примровъ. 
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Прим$ры. 

1) (403—1)2= (408) —2(4а8). 1-16 — ва?--1; 

2) (#-+у)—) м =у*'—2*; 
3) ( 2" и. Зи оу“ и) Е =) (+ 

3 3 
3 т Ты 8 1 "у т 9 а”: 
5 ‚= те У 57 у; 

4) (ву-++а-у)= ео Уе-1) и. (ау 
2-22 ы 2; 

5) (аа -—д=а—®—0) а ®—в)]-=в*—@ф— в) = 
==0— (6—2 о --с*) = — 9? {- 6—0; 

6) (2а--1) = (а) (а) -3(задд? 13 =ва?--12а?-ва-1; 
Л) (1—3) =19—8 .1?. 3227-8.1. (22) (327)3-=1-— 92 -- 

427—274). 

ГЛАВА У. 

Алгебраическое дфленйе. 

68. ДБлен1е степеней одного и того же чиела, 

Разомотримь 060бо слфдующе три случая: 

10. Показатель дьлимаго больше пока- 

зателя д лителя, Пусть, палр., дало разд®лить 48: 08. 
Такъ какъ дфлимое а* должно равняться произведено дФлителя 
а‘ на частное, то, принявь во впиман!е правило умножешя 
степеней ($58), мы найдемъ, что это частное должно содержать 

ВЪ 060% букву а съ показателемъ, равплымъ разности показателей 
дЪлимаго и дЪлителя. ДЪйствительно, если допустимъ, что 
искомое частное есть а, т.-е. 07, то дфлимое а® будеть произ- 
веден1емъ дёлитоля аб па это частное. Итакь, 

а га ==а в=08. 
а", если пу>п. Вообще: 

Правило. При дьлеши степеней одного и того же числа 
показатель дБлителя вычитается изъ показателя дВлимаго. 
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20. Показатель д$лимаго равенъ показа- 
телю длителя. ВЬь этомь ‘случаз частное должно рав- 

няться 1; напр., а° : а°=1, потому что аб=аб.1. 

Условимся производить вычитаве показателей и въ этом 
случаЪ; тогда получимъ въ частномъ букву съ нулевымъ 
показателемь: 45: а°=а5-5=а9. Этоть показатель не иметь 
тото зпачешя, какое мы придавали показателямъ раньше, такъ 
какъ повторить число сомножителемъ 0 разъ пельзя. 

Условимся подъ видомъ а° разум $ ть част- 

ное отъ дЪзлеп1я одинаковыхъ степеней 

числа а, п такь какъ это частное равно 1,’т0 мы должны 
принять, что а’=1. При этомъ соглашен!и высказанное выше 
правило мы можемъ примфиять и въ разсматриваемомь случа. 

30. Показатель д лимаго меньше пока- 

зателя дЪлителя, напр., а?:а5. Въ этомъ случа%, 
очевидно, частное не можеть равняться никакой степени а, 
ни съ положительнымь, ни съ пулевымъ показателемъ. 

Условимся производить вычиташе показателей и вь 
этомь случа®; тотда мы получимъь въ частпомь букву съ 
отрицательнымъ показателемъ; папр., 4? : а5=а—3. 
Этоть показатель не иметь того значенйя, которое придается 
положительнымь показателямь, такъ какъ нельзя повторить 
число сомножителемь —2 раза, —3 раза и т. д. ТФмъ не мене 
мы будемь употреблять степени сь отрицательными показа- 
елями, условившись понимать ихъ въ такомъ смыслВ. 

Степень съ цз лымъ отрицательным ъ пока- 
ателемъ озпачаетьъ частное отъ дфлен1я 
теценей этого числа въ томъ случаф, 
:огда показатель дфлителя превосходить 
оказателя дз лимаго на столько единицъ, 
колько ихъ находится въ абсолютной 
величин отрицательнаго показателя. 
Такъ, напр., мы будемъ понимать, что выражеше а-® озна- 

аетъ частпое а: а^, пли а?:а5, или а? : 0°, вообще такое частное 
” ; а”т8, которое получается въ томъ случаЪ, когда показатель 

Злителя больше показателя дфлимаго на 3 единицы. 
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При такомь сотлашеши приведенное выше правило можеть 

быть примзняемо и въ отомь случа; оно является, такимъ 

образомъ, общимъ правиломъ дфлешя степеней одного 

и того же числа. 

ЗамЪчане. Букву сь нулевымь показателемь, какъ 

равную единиц, мы можемъ приписать ко всякому выражен ю 

вь вид мпожителя или дЪлителя; папр., распо- 

латая мпогочлень 32—42?--7--22° по степенямь буквы 2, мы 
можемъ члень --7 разсматриваль, какъ --720 и писать: 228—44?*-- 

32-729. 

69. ДБлен1е одночленовъ. Пусть дапо раздёлить 

124755274 на—4а3а8. Предположимь, что искомое частное есть 
какой-нибудь одночленъ. По опредзленшо дфлешя одночлень 

этоть, умпоженный на дЗлителя, долженъ составить дёлимое, Но 

при умножени одпочленовъ коэффищенты ихъ перемпожаются, 

показатели одинаковыхъ буквъ складываются, а тБ буквы, кото- 

рыя входять только въ одпого сомпожителя, перепосятся въ произ- 
ведене съ ихь показателями ($ 59). Отсюда слЗдуетъ, что:1) у иско- 

мато частнаго коэффищенть должепь быть 12 ; (—4), т.е. —8; 

2) показатели у буквъ а и Ь получатся вычитавемь изъ пока- 

зателей дЪлимато показателей тЪхъ же буквъ дфлителя; 3) буква 

с должна перейти въ частное со своимъ показателемъ; 4) буква 4 

совсвмь не должна войти въ частное, или войдеть въ него съ по- 

казателемь 0 и 5) никакихъ иныхъ буквь не можеть быть въ 

частномъ, Такимъ образомъ: 

12076507 . —4а4 343 =— 34352528 = —3а36?°?. 

Что пайденное частпое вфршо, можно убфдиться повёркой: 

умноживь —343525? на —4а46343, получимь дфлимое, 

Правило. Чтобы раздЪлить одночленъь па одночленъ, 

дфлятъ коэффищенть дБлимаго на коэффищенть дфлителя, 

вычитають изъ показателей буквъ дБлимаго показателей тЪхъ 

же буквъ дБлителя пи переносятъ въ частное, безъ измфнешя, 

показателей, тЪ буквы дЪлимаго, которыхъ иЪътъ въ дфлитель. 
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Прим$ры. 

1) Зи?пах : Ат?их=иИтииЗаЯ == ит, 
2) ау" : За? = зад" у, 

3) —0,608(2-Ну)* : —2,5а(=-Ну=0,24аж-Ну). 

ТО. Невозможное дБлен1е. Когда частное оть дё- 
лешя одночлеповъь пе можеть быть выражено одночленомъ, 

то говорять, что дБлеше невозможно. Эго бываеть въ 

двухь случаяхъ: 
1) когда въ дЬлителв есть буквы, какихь нфть въ дфлимомъ; 

2) котда показатель какой-нибудь буквы дфлителя больше 

показателя той же буквы въ дБлимомъ. 

Пусть, папр., дано раздьлить 44% на 2ае Вся одно- 
членъ, умноженный па 2ас, даеть въ произведени такой одно- 
членъ, который содержить букву с; но вь нашемъ дзлимомъ 
нЪть отой буквы; значить, частное не можеть быть выражено 

одночленомъ. 
Также невозможно дфлеше 1043? : 5053, потому что частное 

20%-—1, которое получается въ этомъ случа согласно правилу 
дфлешя одночленовь, содержить букву съ отрицалельнымь по- 

казателемь и слЪфд., представляеть собою дробное выра- 

зкеше: 24. ь. 
[2 

71. Двлене многочлена на одночленъ. Пусть 
требуется раздвлить многочлень а--5—с на одночленъ т. Иско- 

мое частное можно выразить такъ: 

{а--6—‹): Ри -- 

Чтобы убфдиться въ вфрности этого равенства, умножимь 

предполатаемое частпое на дЪлителя чи. Если въ произведени 

получимъ дфлимое, то частное вЪрно. Примфняя правило умно- 

женя мпоточлена па одночлепь, получимъ: 

авс а ъ с ть — т. т—-. т=а-+ в. 
тт т т 

Значитъ, предполагаемое частное вФрно. 
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Правило. Чтобы раздълить многочлень па одпочленъ, 

дБлятъ на этотъ одночлень каждый члеиъ дЪлимаго и по- 

лученныя чаетпыя екладываютъ. 

Примзры. п) (20482?— 8248 —аа*-- 34847) 14а = 

1 3 
=6а*—2а2—— да; 

4 а 

2) (14—21?) : отт; 
р 

3) (угол) ду 

1 

ау 

12. Дълене одночлена на многочлентъ. Частное 

оть дълешя одночлена на многочлень не можеть быть выра- 

жено ни одночленомь, пн многочленомь. ДЪйствительно, если 

предположимъ, что частное @; (5-+с—а) равпо какому-пибудь 

одночлену или многочлену, то произведеше этого частнаго 

на мпогочлень Ъ-—4 дало бы тоже мпогочлень ($ 65), а 

не одночленъ а, какъ требуется дьлешемъ. 

78. дьлене многочлена на многочлен”Ъ. Част- 

ное оть дЪленя мпогочлена на мпогочленъ можеть быть вы- 

ражено вь видф цфлато алгебраическато выраженя лишь въ 

р®дкихь случаяхь. Въ этомь мы убъдимся, когда раземотримъ 

на прим5рв, какъ можно находить это частное. 

ПримЪръ 1. (бая—192--172--6—4) : (152-87). 

Нанишемь оба мпогочлена по убывающимъ степе- 

нямъ буквы < и расположимъ дЬйств!е такъ, какъ оно раб- 

полатается при дЪлеши цлыхь чисель: 

вх ор а ф4 | ЗБ 

6241023 -- 22% 211—8%—4 

1-й остатокь » — 9х3 + 322--172—4 

ЗЕ ‘9-6 Е 32 

2-й остатокь › —122--205—4& 

5-122--205-24 

3-й остатокз... 0 

1 
=мфо лбу 
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Предположимь, что искомое частное равно какому-нибудь 
многочлену, и что члены этого многочлена расположены тоже 
по убывающимь степенямъ буквы х. Чтобы вайти этоть много- 

членъ, разсуждаемь такъ. 

Длимое должно равняться произведению дфлителя на част- 
ное. Изъ умножешя расположенныхь многочленовъь извЪетно 
($ 64), что высштй члень произведеня получается отъ ум- 

пожешя высшаго члена миожимаго на высш! членъ 
мпожителя. Въ дБлимомъ выспий членъ есть первый, въ дВли- 

телЪ и частпомъ выспце члены тоже первые. Значить, для 1-го 
члена частнаго мы можемъ взять такой одпочленъ, который, 
будучи умпоженъь на 1-ый члешь дЪлителя, образуеть 1-й 
члепь дфлимаго; поэтому: чтобы найти первый 

членъ частцаго, достаточно раздЪлить 
первый членъ д лимаго на первый членъ 

д лителя. Раздфливъ, паходимъ первый членъ частнаго 2279, 

Пиашемъ его подъ чертою. 

Умпожимъ всЪ члепы дфлителя на первый членъ частнаго 

и полученное произведене вычтемь изь дЪлимаго. Для этого 
напишемъ его подъ дёлимымь такъ, ‘чтобы подобные члены 

стояли подъ подобными, и у везхъ членовъ вычитаемаго перем®- 
нимъ знаки на обратные. Получимь посл вычиташя первый 

остатокъ. Если бы этотъ остатокъ‘оказался равнымъ нулю, 

то ото зпачило бы, что въ частномъ никакихъ другихьъ членовъ, 
хром найдениато перваго, нфтъ, т.-е. что частное есть одно- 

членъ. Если же, какъ вь нашемь примЪрЪ, первый остатокъ 

не есть пуль, то будемъ разсуждать такъ: 

Дфлимое можно разсматривать, какъ сумму произведенй 

дДВлителя на каждый члень частпато. Мы вычли изъ дфлимаго 

произведеше дЪлителя па 1-Й членъ частнаго; слЪдов., въ 1-мь 

остатк» заключается произведеше дЪлителя на 2-й, на 3-Й... ит. д. 
члены частнаго. Выспий членъ въ остаткЪ есть 1-й; выспий члепь 

дълителя тоже 1-й; выспий члепь въ частномъ (пе считая 1-го) 

есть 2-й членъ. Значить, для 2-го члена частнаго мы можемъ 

принять такой одночлепъ, который, будучи умноженъ на 1-й 

членъ дВлителя, образуеть 1-Й членъ остатка; поэтому: чтобы 
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найти 2-й членъ частнаго, достаточно раз- 

дёлить первый членъ первато остатка на 

первый членъ дВлителя. РаздЪливь, находимъ 

второй члень частнато —82. Пишемь его подъ чертою. 

Умпожимь па 2-й члень частнато дфлителя и полученное 

. произведене вычтемь изъ 1-го остатка. Получимь второ й 

остатокъ. Если этоть остатокъ равень нулю, то дфлеше 

окончено; если же, какъ въ'нашемъ примЪрЪ, 2-й остатокъ пе 

равень нулю, то будемъ разсуждать такъ: 

Второй остатокь есть сумма произведенй длителя на 3-й, 

на 4-й... и,т. д. члены частнатго. Такъ какъ изъ этихь членов 

частнато выспий есть 3-й, то, подобно предыдущему, 3-Й членъ 

частпаго найдемъ, если первый член 2-го 

остатка раздзлимъ. на первый члецъ д5- 

лителя. Раздёливь, находимь —4. Умпоживь на —4 дВ- 

лителя и вычтя произведене изъ остатка, получаемъ 3-й оста- 

токъ. Въ нашемъ прим$р$ этоть остатокъ оказался нулемъ; 

это показываеть, что въ частномь другихь членовъ, кром$ 

пайдениыхь, не можеть быть. Если бы 3-й остатокъ былъ пе 0, 

то, подобно предыдущему, падо было бы дълить 1-й членъ отога 

остатка на 1-Й члель двлителя; отъ этото получился бы 4-й членъ 

частнато, и т..д. 

Подобнымъь же образомь можно выполнить дфлеше, распо- 

ложивь оба многочлена по возрастающимъ степе- 

нямъ главной буквы: 

А--17о-- 52 —1927--624 | 1 без 
34202512? зе 
> — 8х1 192 

3 ЗаЕ1ба 9 

252—106“ 
2472102865“ 

0 

При такомъ расположен и перзые члепы въ дфлимомь, дё- 

лителф, частномъ и остаткахь будуть низш1е. Такъ какь 

визицй членъ произведеня (дФлимато) долженъ равияться 
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произведенио пизшаго члепа множимаго (дЪлителя) на низший 
члепь множителя (частпаго), то ходъ разсуждешй и порядокь 
дЬйствйл остаются тЪ же самые, какъ и въ томъ случаЪ, котда 
дфлимое и дБлитель расположены по убывающимь степенямъ 
тлавной буквы. 

Воть еще нзкоторые прим$ры дфлешя мноточленовъ: 

ПримЪръ 2. 28% 13с4 26032-15035 | 7а? 205—501 ̀  
> Е Веай-о0сл? ай Зез 

— 21623 —6521?--1565 
> ЗЕ 66215635 

о 

Мы здфеь не писали произведешй 1-го члепа длителя на 
1-й, 2-Й и т. д. члепы частпаго, потому что эти произведеня 
всегда равны т$мъ членамь, подъ которыми они подписываются, 
и при вычитани всегда сокращаются. Обыкповенно такъ и дё- 
лають. 

ПримЪръ 8. евчыя | — 8-22 

53 1 
5 -— 24-27 

>— 42 
3 

9 
2—3. 
4 

3 
+7 » +; 

з т" 

» —2 

о 

Подписывая вычитаемыя, мы можемъ писать ихь прямо съ 

обратвыми знаками, какъ это мы дфлали въ этомъ примфрз. 
Кь остатку нЪтъ надобности сносить вс члены дълимаго. 
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ПримЪръ 4. 2—5 | а 

» аа ааа о -роза рай 

Подоблымъ образом можемь убфдиться, что разности: 2*—а3, 
24—04, 2—4... (и вообще а”—а”) длятся безь остатка на 
разность 2—а, т.-е. разноеть одинаковыхь степеней двухъ 
чиселъ дЪлится безъ остатка на разность этихь чиселъ. 

ПримЪръ 5. 2+ А Ве С | =— 
» ал? 22--(а--А)де-Н(а?--Аа-В) 
(РА - Ва 

» -К(а-+Аах 

@ Аа 
» -а-+Ая- Ва) 

аз Ао?--Ва-С 
Примзвръ 6. 

(—23425°-|- 12а--20443--1242.?—10075—945) : (4а5—3). 
Особенность этого примфра состоить въ томъ, что по какой бы букв 

мы ни располагали, въ двлимомъ встрчаются члены съ одинаковыми 
показателями главной буквы. "Таже члены соединяютъ въ одинъ, вынося 

главную букву за скобку. Расположимъ, напр., по букв$ а и зат$мъ про- 
изведемь дфлеше такъ, какъ было объяснено; 

2063*—236203-|-(125*—106)а7--(12-—Эб)а [4—3 
> 15а брови 
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74. Признаки невозможности дёлен1я много- 
члена на многочленъ. Когда частпое оть дфлешя 

многочлена на мноточлень не можеть быть выражено пфлымъ 
мноточленомъ (или одночлепомъ), то дБлеше называютъ невоз- 

можнымъ. Воть признаки невозможнаго двленя: 

1) Если показатель главной буквы въ высшемъ членф дЪ- 
лимаго меньше показателя той же буквы въ выешемъ член 

дфлителя, то дфлене невозможно, потому что тогда нельзя 

получить высшато члена частнаго въ цфломъ вид. 

2) Еели показатель главной буквы въ низшемъ член дЪ- 
лимаго меньше показателя той же буквы въ низшемъ член 

дфлителя, то дЪлене невозможно, потому что тогда нельзя 

получить низшато члена частпаго въ цфломъ видВ. 
3) Если показатели главной буквы въ высшемъ и низшемь 

членахъ дфлимато не меньше соотвЪтетвенно показателей этой 

буквы въ высшемь и низшемь членахь дфлителя, то еще пельзя 
сказать, чтобы дфлеше было возможно. Въ этомъ случа, чтобы 

судить о возможности дфлешя, надо приступить въ выполнен ю 

самаго дЬйствя и продолжать его до тЪхь поръ, пока окон- 

чательно не убФдимся въ возможности или невозможности 

получить цёлое частное. При этомъ надо различить два случая: 
Т. Когда мноточлены расположены по убывающимъ 

степенямь главной буквы, то продолжають дЪйств!е до тВхь 

поръ, пока или въ остаткЪ не получится 0 (тогда дьлен!е воз- 

можно), или пока не дойдуть до такого послфдняго остатка, 

первый членъ которатго содержить главную букву съ показа- 

телемъ, меньшимъ, чфмъ первый членъ дфлителя (тогда двлен!е 

невозможно). ` 
ПП. Когда многочлены расположены по возрастаю- 

щим степепямъ главной буквы, то сколько бы ни продолжать 

дфлен1я, пельзя получить такого остатка, у котораго первый 
членъ содержаль бы главную букву съ показателемъ, меньшимъ, 

ч®мь у первато члена дЪлителя, потому что при такомъ распо- 

ложеши показатели главной буквы въ первыхъ членахъ остатковъ 

идутъ, увеличиваясь (см. страп. 76). Вь этомь случа посту- 

пають такъ: предположивъ, что цфлое частпое возможно, вычис- 
ляють заранфе посл дн1йЙ членъ его, дёля высш1й 
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членъ двлимаго (т.-е. послЪдн!й) па высш 1й членъ дВлителя 

(на послФднйй). Найдя выспий члень частнато, продолжають 

дьлеше до тВхь поръ, пока вЪ частномь пе получится члена, 

у котораго показатель `тлавной буквы равенъ показателю вычис- 

леннато члена. Если при этомъ получится остатокъ, то дфлен1е 

невозможно, потому что цёлое частное не должно содержать 

членовъ выше того, который получается оть дъленя высшаго 

члена дЪлимаго на выспй членъ дЪлителя. 

Примфръ 1. (ва--62—8) : (22°—4). 

„Двлене певозможно, потому что 32° не дВлится на 227. 

ПримЪръ 2. (Ба-5— 85° 25) : (53—25°). 

Дфлеше невозможно потому, что 25 пе дълится на 2. 

примЪръ 38. 10а4—2а8 » --8а--4 | 2—1 „ 

2 5“ 

аз бай-+За... 

> >. $ 

ба2--2а--4 

оо. 
г] 

5 
ба: 

1 
2а-6; «+65 

Дфлен!е невозможно, потому что мы дошли до такого остатка, 

у котораго первый членъ не двлится на первый членъ дълителя. 

примЪръ 4. 4434 › —20-+100^ л-2а? 

> 8? ииитчиЕт 

за--8а*—20° 

> {ваз 

8а2--4а8--10а* 

› --16а4 

даз-- 26а“ 

Дфлев1е невозможно, потому что, продолжая дЬйстве, мы, 
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получили бы въ частпомь члень —40*, тогда какь послВдй 

члень цвлато частнаго, если бы оно могло существовать, долженъ 
быть ба?, 

75. Зависимость между двлимымтъь, дЪлите- 
лемъ и остаткомтъ. Пусть дЪлимое будеть какой-нибудь 

многочлень №, дЪлитель Р, частное @ и остатокь В. Легко 

убЪдиться, что между этими многочленами существуеть такая 
зе зависимость, какъ и при ариометическомь дфлеши, т.-е. 
длимое равно дЪлителю, умноженпому 

па частное, плюсь остатокъ. ДЬйствительно, 

изъ процесса дъленя видпо, что остатокь В получается оть 

зычитаня изъ многочлена № всзхъ членовъ произведения РФ, 

Значить: №--РО=В, откуда сотласно опредёленно вычитан!я 
сябдуеть: М=РО--В. 

Эгою зависимостью пользуются, когда хотять сдфлать ‘ип о- 
вЪрку дВлешя мпогочленовъ; съ этою цфлью умножають 

частное на дВлителя и прибавляють кь произведен ю остатокъ, 
воли онъ есть; при правильномь выполнени дЪйств!я въ резуль- 
татЪ должно получиться дВлимое. 

ПримЪръ. Повфримь правильность дфленя въ при- 

м8 4-мь предыдущаго параграфа. 

—4-—За—8а* 
—1-2а* 

-4-3а-8а8 
а — 60. 

4-34 

-4а8--26а^ 

4--За —2а3--10а4 

ЗамЪчан1е. Раздфливь 00% части равенства: М==Р9--В 
на 9, получимь: 

М Е НЕ 
ВЫ" 

Этимь соотношенемь иногда пользуются для преобразовашя 

А. Киоолеръ. Альебрь 6 
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дробнаго частиаго Такь, сдЪлавъ дЬхене, указапиое выше 

въ примБрВ 3-мъ, можемъ написаль 

10а^—2а*--За-4 аз 5 2а--6] 
=5а. . 

2—1 а 

ГЛАВА \1. 

Дълимоеть многочлена, иълаго относи- 

тельно х, на разноеть х—а. 

16. Теорема Г. Миогочлевь, цфлыи отпосительно 2 и расположен 

ный по убывмокщимь отенопям этой буквы: 

Ат Ват-1--0%—2-4- +К 

при двлошШи на разпооть 2—а даеть въ ооталюВ число, равцое зпаченно 

длимаго при 2-=а, т.-е. чвело, разиоо 

`Аа®-- Ват—1--Са”-—2--. +К 

Док. Разомотримь самый процессъ дЪлевшя многочлена, о которомъ го- 

ворися, на разность 2—а. 

дат-- Ват -1--05"-8 |-, 4-Е] 9—@ 

> + Дат-1 даа В)". 

» + (4а?-- Вади" 
р оста Ва б-8-Ебт 9 

› +(43- Ва бад" 
3 0 ЕМЯ-- В баб". ЕК 

Изъ разсмотрьвая осталковъ легко замЪтигь, что 4-й остатокъ должень 

быть: (44‘--В4-0а?--Ра-- Е) «*-—4-- К, 5-Й остатокь окажется. 44° 

-+ Вай -- Са? ра? Са-- Е) "-8--.. +, и т. д. Очевидно, что э-ый осталокъ, 

содержа въ первомъ своем член букву 2 съ показалелемь ти, рад- 

нымъ О, должепь быть поолвдпимь, ототь осталокъ, кажъ видно изь про- 

цесса двлешя, долженъ быгь: 

т-ый остолокъ = (Аа-- Ват—1- батэ рат-э--. --Ю =""= 

= дат. Ват Са рат. . К 
(такъ какь 27—т 201) 

Примьръ. Многочлень 2“. 317--52—1 при дьаеши на 2—2 даеть 

остатокъ, равный 28—3. 22--5.2—1==29. 
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Слъдетве 1-е, Такъ какъ сумму =+а можно разсматривать, какъ 

разность #—(-—4), то, примвняя къ этой разности локазанную теорему 
ваидемь” 

Миогочлень А”--Вд—14-0дт-2-- .--К при дБлешш ие 2--а даеть 
въ остаткЪ чиело, равное значению дБлимаго при 1=—4, Т.-е. число 

равиое 4(—0)"-- Ва)" ((—а)"—2--..--К.| 

ПримЪръ. Многочлень 25—32*--54—1 при двлеши на #--2 даегь 
осгалокь (— 2} — 3(—2)--(— 2)—1 =—55. 

СлЪдетв1е 2-е. Дая того, чтобы многочлен 4А2”-- Вз”—1--Сдт-2-- 
Е.К дЪлилея на разность 2—а, иеобходимо и доетаточно, чтобы при 

д-=а онъ обращался въ 0. 

Это необходимо, такъ какъ если указанный мноточленъ дЪлится на 

2—а, то остатокъ оть дЪлешя долженъ раввяться 0,2 этотъ остатокъ есть 

то значене двлиммо, которое онъ принимаеть при 2=а Это достаточно, 

таль кажъ если многочлень обращается вь О при х=а, то это значить, 
что остатокъ отъ длешя этого многочлена на -а равень 0. 

Примфръ. Мношочлень 29—422-9 длится на 2—3, потому что 
осталокъ огъ дЬдевля равенъ 33—4.?2+9=0. 

Слдетв!е 8-е. Для того, чтобы многочлень Аз”--Вз"—1--. -К 
ДЪлилоя на сумму 2--а, пеобходимо и достагочно, чтобы при 2=—@ онъ 

обралщалея въ 0. 

Это объясняется тажъ же, какъ и слдстые 2-е 

Прим ръ. Многочленъ 222--2—45 двлится на 2+5, такъ какъ оста- 
токъ равенъ 2(—5)'-+-(—5)—45=0 

77. Теорема 2. Гели миогочлешь 42"”--Ва"—1-- .|- К дВаится 
на зв и на #—5, при чемъ 4, то ошь дЪаится на произведеше 
(2—4) (#2) 

Док. Обозначимъ для краткости дфлимое буквою Р; и частное отъ д№- 
лешя Р; на 2—а буьвою 0©,. Ло!да будемъ имьть 

Ре а): 

Вогавииъ въ это тождество на мого 2 число 5. Тогда аЬвая его часть 
обратится въ О, такъ какъ по условню многочленъь Р, дБлится на 2—5; 
празая же часть равенства будеть (6—4), если черезъ 4 обсзначимъ 
значете ©; при 2=5, слБд., мы будемь иммь 

0=06—4)% 

Для того, чтобы произведетше равнялось нулю, необходимо и достаточно, 
чтобы одинъ изъ сомножигелей равнялся вулю. Сомножитель фа 0, 

6+ 
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такъ какъ по условию 65а, сад 4 =0. Но если @ь-0, 10 ©’, дБлится 
на 2—5. Обозпачивъ частное озъ этого двяешя черезъ @*», будемъ имЪфть 

9:=4«—0)9’», и, сафд., Р= (аа, (2 -8)9'+ 

Отсюда, видно, чго Р, дБлигся на, произведеше (=— а) (2—5). 

ПримЪруъь Многочленъ 2?-+-22°—132--10 обращается въ 0 при х=1 
и при 2=2, сяёд., онъ дБлится и на 2—1, и на 2—2; въ такомъ случа 
онъ длится на (2—1) (#—2)=2?—3=+-2 

ЗамЪчан!е. Подобнымъ же образомъ можно доказать, что если много- 

члень Ад”--Ва"—1-- Сз"-2--.--К дЪаигся па я—а, на 2—0, ва #—е 

ит, д, то онъ раздБлится на произведение (2— а) (2—5) &—д. 

78. Дълимость иБкоторыхъ двучленовть. Слфдуеть обра- 
тить особое впимаше на слфдующе случаи ДАлимости двучленовъ: 

1) Разность одинаковых елеленей двухъ чиселъ дБлитсл на разноеть 

тЬхь же чиселъ, такъ какъ х”"—4и" при дфлеши ва х—а даетъ ос!а- 
локъ а"—а"=0 

2) Сумма одинаковыхъ отененей двуз» чиселъ не длится па разность 
тЪхъ же чиселъ, такъ какъ =”"--а” при 2==а даетъ остатокъ а”--а"=2а”, 

чго при а-20 не равно 0 

3) Разиость одинаковыхъ четвыху степеней двухъ чивелъ дъаится, а ие- 
четныхьъ не длится на сумму отихъ чисель, тах какт с" а" при 2=—@ 

даетъ (—а/" — а”, что ори т четномь равно нулю, а при т нечетномъ 

равно—2а". 

4) Сумма одинавовыхъ нечетныхь степеней двухь чиселт, длится, а чет- 

вых ие дБлатся на сумму этихъ чиселъ, такъ какъ 2"-а" при 2==—@ даеть 

(-—а)"--а", что при т печетномъ равно нулю, & при т четномъ равно 24". 

Замъчаня. 1°. Мы видимъ, что разность »"—а” при т четномъ дЁ- 

лится и на 2—а, и на 2+4; слфд, согласно теоремЬ 2-й, эта разность 
при ® четномъ дЪаигся на произведете (2—2) (х--а), т.-е. на 27--а? Такъ, 

дла?) аа), об ай 0?) ол-ийай-най), и т. п 

2°. Полезно имВть въ виду саБлующее простое соображеше, посред- 

ствомь котораго легко возстановигь въ памяти указанные четыре случая 
двлимости. Пусть, напр. мы жедаемъ вспомнить, когда, 2”"--а” дЬхитея 
на =--а. Для этого разсуждаемъ такъ. 27--а дЬлится на 2-ра, а 2-0? 

не дьлится на 2-ра, значигь, сумма нечетныхъ степеней дБлится, & сумма 

чегныхь не длится на 2-+а Подобвымъ же образомъ легко можемь 

вспомнить дьлимость или недфлимость и въ остазьных» изъ указанныхь 
случаевъ. 
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79. Частныя, получаемыя при дьлеши указанных двучленовь. Изь раземогрёшя процесса, дБлешя: т [ша в от ит ааа роет 1-й ост. ат —1— т м—з а рае свы замьчаемь, что многочленъ, получившийся в >--ат—з  Частномъ, содержить т зденовъ; сумма показа- 3-Й ост... а"=з— аи телей въ каждомъ член$ при 4 и + есть число постоянное, равное т-—1; показатели + идуть, 77...” умевьшаясь на 1 оть т—1 до 0, показатели а т—1 ост а" —\—пт  идугь, увеличиваясь на 1 оть 0 до т—1; коэф- т-Й ост... т— д"=0  фищенты у веъхъ членовъ равны 1; знаки всё -- Чтобы получить частное оть дьлешя 27—а”" на =а при эт четпомъ, зосталочно вь полученномь выше частномь замфнить а на—а. То же самов можно сказать о частномъ ("+ 0”) - (а) при т нечетномь. Такныь образомъ: 
и) ат -ат-. ‚|. а", 
Зуататеена) ть ати’. —"—) 

(при 2 `четномъ), Зо аатее-на) тата . +5 
(при т нечетномъ). 

ГЛАВА УИ. 

Разложеше многочленовъ на множи- 
телей. 

80. Укажемь нфкоторые простьйиие случаи, когда много- члепь можеть быть Ффазложенъ на цвлыхъ множителей. Е Если всЪ члены многочлена содер- жать общаго мпожителл, то его можно вывести за скобку, такь какь 

ат-Нут-—ст= (а Нет. 

Примъры. 1) бат Чоаа Чата), 
2) аа а” (22-3); 
3) 4т(а—1)—З(а—1) =(а—1)(4т— Зи). 
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П. Если дапцый двучленъ представляетъ 

собою квадратъ одного числа безъ ква- 

драта другого числа, то его можно зам $- 

нить произведен1емъ суммы этихъ чисель 
на ихъ разпость, такь как 2—9 =(а-Н(а—5). 

ПримЪфры. 1) п\п = (ий) (= (тп)? = 
= (т? и?) (тт) (тп); 

2) 25472—4=(6а)— 9 =(5%--2)(62—2); 

3) уу 1 = (уу; 
4) 5—1 —@— = 

=(а--2—1)(—е)=25—1; 

5) («у -—(в-—у=е-у+2Уечу-=+) 
=2х Зу==4ту. 

ИТ. Если данцый трехчленъ предста- 

вляетъ собою сумму квадратовъ двухь 

цчисель, увеличениую или уменьшениую 

удвоенпымъ произведен1емъ этихъ чиселъ, 

10 его можно зам нить квадратомъ суммы 

или разности этихъ чисел, такъ какъ 

оа--ааь (ао ° 
а— аб == (а) =(0ф—а). 

Примъры. 1) #-+2а-1 ао а =(@а-1)*; 

2) аи даа 2—2 (24) = (2—2) 
= 

3) —2--2527 40,01 =(62)*--(0,1)*—2(55 . 01)== 

==(52—0,1)2=(0,1—562)*; 
4) (а (аа = а) = 

=(а-2-51, 
бу дааа 

=—(2—)^ 

ТУ. Иногда мпогочленъ, состолиий изъ 4 или болЪе членовь, 

можно привести къ виду а°—6? или 07+ 206-59, разбивъ 

его предварительно на подходящ{я части. 
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ПримЪры. 1) ии? == (тит) -—р= 

(т— п) — р=(т—п--р)(т-—п—5); 
2) 2-—у--бу—9 = —(у—6у--9) = —{у-—8)* 

[2 (у—3) [#—(у-т3)]=(е-Ну—з)@—и-8); 
3) а? -- 2-26 --2ав-2е= 

==(а?--0?--2а6)-+с*-Н(2ас--25с)= 
(а 2-е? 2(а-НЪус=(а-Но-Ес). 

У. Ипогда члены многочлена можно соединять въ 
н$околько групиь, изь которыхь каждая разлагается 
на множителей; если въ числф этихь множителей окажутся 
обще, то ихъ можно вынести за, скобки. 

ПримЪры. 1) о-аа-Ню-НЬа=(ас-аа)--(ъе-5а)= 
==а(с-а) Не-а) =(е-Наха--5); 

2) 12—45-— Вайра =(12—4а)—(31—а8) = 
4(8—)—а*(3—ч)=(8—2)(4— а) = 

=(8—4)(2-+2)(2—). 

УГ. Иногда бываеть полезно ввести вспомогатель- 
ные члены, или какой-нибудь члешь разложить на два члена. 

ПримЪры. 1) ^— 0—0 а 6 —аи-—5) +Ка^— 53) 

а(а—) На-На) =(а—6)[а*-НКа-5)] 
==(а—5)(а*-+а6--5?). 

2) а 03 =а8-а96 06 На =аКа-НЬ) Ка?) 
аКа--)—Ка-Н(а—5) =а-Н в -—Ка-—5)]= 
=(а-5)(а^—а6 5). 

8) зай аау-нуиай зу {у-Ну?= 
==2а(2-Ну)-Ну(е-Ру) =(«-Ну(2=--у). 

Разложен1я разности и суммы двухъ 
кубовъ, указапныя въ примфрахь 1-мь и 2-мь, полезно 
заломпить: 

23—63 =(а—6) (а?--а6--6?), 

--63==(а--6) (°—@6--Ьз). 
Вь вБрности этихъ формуль легко также убёдиться непо- 

средотвеннымь умпожешемь многочлеповъ, стоящихь въ правой 
части равенства. 
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ГЛАВА УП. 

Алгебраичееск!я дроби. 

81. ОпредБлен!е. Алгебраической дробыю называется 

частное оть дфленшя двухь алтебраическихь выражен!й въ 
Й 

томь случаз, когда дълене только указапо. Такъ, а : ен 
е— 

242—«--5 ь : 
Ра" и тому подобныя выражешя суть алгебраичеся 

дроби. Вь такихъ выражешяхьъ дфлимое называется числи- 

телемъ, дБлитель —знаменателемъ, ато и другое — 

членами дроби. 

Замбтимъ, что алгебраическая дробь отличается существенно 

оть ариометической тЪмъ, что члепы ариеметической дроби 

всегда числа цёлыя положительныя, тогда какь члены алгеб- 

раической дроби могуть быть числами какими угодно, лишь бы 

только знаменатель не равиллся пулю (такь какъ дёлеше на 0 

невозможно). Наприм®ръ, } есть ариеметическая дробь, а выра- 

х $ 
жене —, представляеть собою частный случай алгебраической 

дроби. Несмотря однако на это различе, съ дробями алге- 

браическими, какъ мы сейчась увидимъ, можно поступать по 

тВмь же правиламъ, кавя указаны въ ариеметикв для дробей 

ариеметическихь. 

82. Основное свойство дроби. Величина дроби 

не измЪнится, если оба ея члена умножимъ или раздЪлимь на 

одно и то же число, не равное нулю. 

а 
Пусть имфемъ дробь ъ и какое-нибудь положительное или 

а ат 

отрицательное чиоло т. Требуется доказать, что „=. 

Обозначимь частное отъ дВлешя а на Ь черезъ 4, а частное 

оть двленя ат на фт черезъ 4, т.е. положимъ, что 

а ‘ат 

5 0}, мт [2]. 
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Докажемъ, что 4=9’. По опредБлешю дьленйя изъ равенствъ 
[1] и [2] выводимъ: 

а= [3], ат=фта’ [4]. 

Умножимь 06% части равенства [3] на т (отчего, конечно, 
равенство не нарушится): 

ат=4т [5]. 

Сравнивая равенства [5] и [4], находимъ, что оба произве- 
денл: 64т и Фт4’ равны одному и тому же числу ат; по- 

этому они равны между собою: 

4ат=Фтч’. 

РаздЪлимъ об части этого равенства на т, (что возможно 
одфлать, такъ какъ числа $ и т не нули); равенство отъ этого 
не нарушится: 

бат _ та’, и. а_ ат 
т = ‚т.е. 4=9'’ и, СА и. 

Переходя въ этомь равенствф оть правой части къ лфвой, 
видимъ, что величина дроби не изм$няется отъ дЪлен{я ея 
членовъ на одно и то же число, не равное нулю. 

Оговорка: «не равное нулю» должна быть сдфлана нами 
а 

потому, что отъ умноженя членовъ дроби ь ва 0 мы получили 

0 
бы частное, которое равняется любому числу ($ 39,2°), а оть 

з 0 
ДВлешя на 0 получили бы невозможное выражен1е 5 

($ 39, 3°). 

88. Приведен!е членовъ дроби къ цфлому 
виду. Умножая оба члена дроби на выбранное надлежащимь 
образомъ число или алгебраическое выражеше, мы всегда можемъ 
преобразовать данную дробь такъ, что числитель и знаменатель 
ея будуть ц$ лыми алгебрапческими выраженшями. 
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Примфры. 

5 
а: ея 

- 5) —— я 

26 12а45 Е 
4) = —_ (ша6); 1— 

1—2 6—ба 
Е 

84. Перемъна знаковъ у членовъ дроби. 

1°. Перем$ на зпаков
ъ передъ обоими чле- 

нами дроби (передь числителемь и перёдь знамепате- 

лемъ) не изм $ пяетъ величины дроби. 

8 8 10 +10 _` 
НапримЪръ, зи -=2; би 5. 

р С —4 4 +2 —2 

8 
2°. Перемна знака передъ какимъни- 

будь однимъ члепомъ дроби равносильна 

перем $ п знака передъ самою дробью; 

а 

такъ, если у дроби $ перемБпимь знакъ передъ числителемь 

или передъ знаменателемъ, то получимъ: 

—а @ а _ а 

и В 
потому что при двлеши минус® на ПлЛЮСЪ И ПЛЮСЪ 

ва мипусъ дають минуст. 

Этими двумя свойствами дроби инотда пользуются для н%- 

котораго преобразовая ея; папр., 

—82 _ 3 1—а _ 

эре зь 8 
ии? А 

вт —(т—) 
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85. Сокращен!е дроби. Если числитель и знаменатель 

имфють общаго множителя, пе равнаго нулю, то на него можно 

сократить дробь (потому что величина дроби не изм*- 
пяется оть дБлепя обоихъ ея членовъ па одно и то же число, 

не равное пулю). 

Раземотримъ отдфльшо слФдуюнйе два случая сокращешя 

дробей. 

1-й случай: числитель и знаменатель— 
одночлены. 

12027?  4ах 
= —— (сокращено на 347), Примзры. 1) 

16а?у 5у 

5408 За“ 
2 г =——_ (сокращено на 18а"). 
7 тедует “ара СОКР ) 

Правило. Чтобы сократить дробь, у которой чиелитель 

и знаменатель  одпочлепы съ цфлыми коэффищентами, 

предварительно находятъь общаго папбольшаго дфлителя коэф- 

фящептовъ, приписываютъ къ нему множителями веф буквы, 

которыя входятъ одновременно въ чиелителя и знаменателя 
дроби, беря каждую изъ этихь буквъ съ паименьшимъ пока- 

зателемъ, съ какимь она входить въ члепы дроби; составивъ, 
такое произведеше 1), дфлятъ на него оба члена дроби. 

2-й случай: чисдитель или знаменатель— 
многочлены. 

Примфры. 

й 1 ое @ о 

) 2—2 --1 (2—1) (72—11) 

о ам 
Аа @Наэ эр’ 

8) "—т —шэт® 1 т 

пя (т-рижип) ть ти 

*) По аналони съ цфлыми числами ото произведене можно назвать 
общимъ наибольшимъ лБлителемъ числителя и знаменателя 
дроби. 
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Правило. Чтобы сократить дробь есь многочлеппымь 

числителемъь или зпамепателемъ, предварительно разлагмоту 

многочлены на мпожителей и затфмъ сокращаютъ па общихь 

мпожителей, если таые окажутел*). 

86. Приведене дробей къ одинаковому зна- 
менателю. Умножая оба, члепа, каждой дроби на выбранное 

падлежащимь образомъ число или алгебраическое выражеше, 

мы можемъ сд®лаль знаменателей возхъ дапныхъ дробей одипа- 

ковыми. При этомъ могуть представиться тВ же 3 случая, какь 

и для дробей ариеметическихъ, а именно: 

1-й случай: знаменатели, вс или ифкоторые, имфютъ 

общихь множителей. 

Чтобы найти въ отомъ случа простЬйшаго общахо знаменателя, 

составляютъ произведец{е изъ во хъ раз- 
личныхь множителей, на которые разла- 
таются знаменатели, беря каждаго мно- 

жителя съ наибольшимъ показателемъ, сь 
какимъ онъ входить въ составъ знамена- 

телей **). 
айдя такое произведеве, слЬдуеть затВмъ выписать для 

каждой дроби дополнительныхъ множителей (не достающихь 

въ ея зиаменалелЪ для получешя общаго знаменателя) и па 

нихь умножить оба члена каждой дроби. 

2 [2 у 92 
Прим$ръ 1-й. ро 
р р 15229?’ 12292?” 182? 

"Гань какь 1552у3==3 . бару? 12222 -=2?. За? и 18ру?==2 . З35у?, 
то различные множители, входяцие въ составь знаменателей, 

*) Обращаемь внимане учащихся на, ошибку, которую иногда дЪдають 

при сокращен дробей: нельзя сокращать часть числителя 
съ частью знаменателя, Напримфръ, было бы вообще олибочно 

ат-5 4+5 О так" 
ата "9" о4-4 

**) Такое произведеше, по аналоги съ цфлыми числами, можно назваль 

наименьшимь кратнымъ вовхъ знаменалелей, 

сократить дробь 
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суть 2, 3, 5, т, упг. Взявъ каждаго изъ этихь сомножителей съ 
наибольшимъ показателемъ, получимъ 2?. 32. бд?уза? —18023узе?. 
Это и будеть обий знаменатель. Дополнительные множители 
будуть: для 1-й дроби: 12527, для 2-Й: 158 для 3-й: 10з2г?у. 

Посл приведевя дроби будуть сл8дующйя: 

12а129 1595 10а 

1802392?’ 18022у32?’ 18023узе? 

1 4 5 

аР-аа--т’ ааа’ 29а? 
ПримЪръ 2-й. 

Разлагаемъ знаменателей на мпожителей. 

а--2е--1=(ж--1)* | допанмн. 25 
2-е --1)* | » 2 

22 22-1) Го к. 
Общ. знам. = 22-1) | 

Посл приведеня дроби будуть слФдуюпая: 

2 8 ни 5@е-+и 

22-1)” ка Эа 

2 1 3 
ПримЪръ 8-й. у ВЕСИ 

ах за 

Перемфнимь знаки въ знаменател® 2-й дроби на противопо- 
ложные, а чтобы не измфнилась величина дроби, измфнимъ 
знакь и у ея числителя: 

2 Е 

22а?’ ра’ аа. 

Общ. зн.=а^—а?; доп. мн.: для 2-й дроби: х-Ра, для 3-й: х—а. 
Посл приведевя дроби будуть: 

2 —2жа 329 

А а’ а 

2-й случай: одинь изъ знаменателей дфлитея' на вефхъ 
оетальныхъ. 
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Этоть знаменатель и будеть общимъ. Дробь, имфющую это1о 

знаменателя, оставляють безъ перем$ны, а члены каждой изъ 

остальныхь дробей умножають на соотвфтствующаго допол- 

нительнаго множителя. 

у 2 

а--5” О ПримЪръ. о 
а 

Знамепатель а*—6? дфлится на а— и па а-+5. Эго и будеть 

обнай знаменатель. Дополнительный множитель для первой 

дроби есть а--В, для второй а—6; послЪ приведешя къ общему 

знаменателю получимъ: 

(аз (а Бу 
2—2 ы а2— 9? ы 

у 

3-й случай: знамепатели, взятые попарно, пе имфютъ 

общихь множителей. 
‚Въ этомь случаЪ оба члена каждой дроби надо умпожить 

на произведение знаменателей веёхъ остальыхъ дробей. 

асе аа ©! ева. 
Примзры. 1 а СЫР а ва 

ут 2 _зт?ра утра  ат?и?. 

т’ п? т?и?ра’ тРийра’ тРийра’ 

а ....9@-, а), 
а-+5’ а "’ 

87. Сложене и вычитан!е дробей. По правилу 

дъленая многочлена па одночленъ ($ 71) мы имемъ право 

написать. 
ас а в сафа В 
Ре к 

т т т т тт 

Читал эти равенства справа налфво, можемъ вывести сл$дую- 

ия правила: 

1) чтобы сложить дроби съ одинаковыми знаменателями, 

екладываютъ ихъ числителей и подъ вуммою подписывають 

того же зпаменателя; 



аб 

2) чтобы вычееть дроби еъ одинаковыми знаменателями, 
изъ числителя уменьшаемаго вычитаютъ чиелителя вычитае- 

маго и подъ разностью поднисываютъ общаго знаменателя. 
Если данныя для сложешя или вычитавя дроби имфють 

разныхъ знамспателей, то предварительно ихъ слздуеть при- 

вести къ одипаковому знаменателю. 

Примъры. 
(Надъ дробями надписаны дополнительные множители) 

димы е бед ее > - 
у) асе а4{-+ {а 3т? 5%? 6т?—25аст?. 

ат 4} 104%5е 4002 200252с 
2+1 223 2+3 

3 ини 
аа 5 

21 —2=2(2—1) | дон. мн. 
х = 21 >» 

27—2=9(д--1) (2—1) | 
Общ. зпам. =2а-1е-1 | 

Въ результатв получимъ: 

(«1 т П--(22—8)2(#—1)—(@7-3) 

2—1) 
__ 2 --22--1--(427—62— 42-6) 2—3 

2—1) № 
_ 42 —в244 4—1 )(а—Ю 22—01) 
2—1) 22+ ан‘ 

»» 

1) Обращаемъ внимаше учащихся на ошибку, которую иногда дьлають 
при вычитани дробей Пусль, напр., дано. 

а Бе 
т т. 

Подписывая общаго знаменателя, мы дозжны помнить, что знакъ м и- 
кусъ относится ко всему числителю 6-е, & не къ одному члену 8, по- 
этому было бы ошибочно написать такъ 

а фе _а-Ье 
тот. 

Правильный результать будетъ: 
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ЗамЪчане. Такь какъ всякое алгобраическое выраже- 

не можно представить въ вид дроби, у которой числителемъ 

служить ото выражение, а знамепатель есть 1, то правила сло- 

жешя и вычитаня дробей нримфнимы и къ случаямъ, когда 

какое-либо дапное выражеше есть цфлое. Наприм$ръ: 

22 34? 20 34.45 22 3а0—2 

тб 6 4 6 ви 

88. Умножен!е дробей. Чтобы умножить дробь на 

дробь, перемножаютъ ихъ чиелителей между собою и зиаме- 

‚нателей между собою и первое произведене дфлятъ на второе. 

'Требуетел доказать, что 

Откуда: а=9 и 

Перемножимъ лЪвыя части этихъ двухъ равепствь между 

собою и правыя части между собою; такъ какъ при этомъ равныя 

числа мы умножаемъ на равныя, то и результаты должны быть 

равпы; слЪдов.: 

ас 5444’. 

Въ правой части отого равенства, пользуясь сочетательнымъ 
свойствомъ произведошл ($ 36, 2°), соединимь сомножителей 

въ таюмя группы: 

ав =фа)(аа”). 

Раздлимь об% части этого равенства на 54, (что возможно 
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сдфлать, такь какъ В и 4, какь знаменатели данныхь дробей, 
суть числа, отличныя оть нуля). 

4 _ ; на _@ $ 

ат. ма 
ЗамЪчан]я. 1. Правило умпожешя дробей расиростра- 

няется и на т$ случаи, когда мпожимое или множитель-—п®лыя 
выражешя; папр.: 

2. Правило умпожешя дробей распросграпяется и на тотъ 
случай, когда перемпожаются боле двухъ дробей; напр.: 

ас е_ ас ‘асе 

Бары ры 

89. Дълен!е дробей. Чтобы раздфлить дробь на дробь, 
умшожають чиелителя первой дроби на знаменателя. вхорой, 
а виамепателя первой дроби иа чиелителя второй, и первое 
произведеше дЪлять на второе. Так: 

ас @а4 

га в. 

Вь этомь логко убёдиться повЪркою: умпоживь предпола- 
тасмое частное на дфлителя по правилу умноженя дробей, 
мы получим дФлимое. 

а4 с _ а а 

ю'’а му 
4 аа 

Такъ какъ -ь р "0 можШо высказать другое правило: 

зтобы раздьлить дробь на дробь, достаточно первую дробь умно- 
Бить на обратную второй. 

Замчан!е. Правило дБлешя дроби на дробь можно 
А. Киовлевь Алгебра Н 
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примфнять и къ случаямъ дфлешя дроби на цВлое и цфлаго 

на дробь: 

90. ПримЪръ на преобразован!е дроби. Пусп 

требуется упростить дробь: 

&-1 
Складываемъ 1 съ дробью т 

3—5 

21 _ 3—2, 241 Зое 4 
2 зая за 3—2 3 

4 
Дълимъ 1 на дробь —: 

3— 

Складываемъ х съ этою дробыо: 

3—2 4 32 4732 3243 

г 4 4 

Наконець, дЪлимь 1 на послЗднюю дробь: 

За--3 _ Ча. 4 

4 3243 За) 
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ГЛАВА 1х. 

Отрицательные показатели*). 

91. Проетфйшее значен:е отрицательнаго 
показателя. Мы видЪли ($ 68, 3°), что выражене а", 

въ которомъ —п есть отрицательное цфлое число, означаеть, 
т 

по условпо, частное происходящее отъ дЪленя степепей а 
д" 

въ томъ случаЪ, когда показатель дЪлителя больше показателя 

дЪлимаго па п сдиниць. Теперь мы замтимъ, что частное’ это 

представляеть собою дробь, которую всегда можно сократить 

ча числителя: 

Правило. Число еъ отрицательнымь показателемь можно 

замфиить дробью, у которой чиелитель ееть 1, а знаменатель— 

то же чиело съ положительным показателемъ, абеолютная вели- 
чина котораго равна абсолютной величии отрицательнаго по- 

казателя. 

Е. 1. 1-8: ПримЪры. а п. (ах) а 

92. Приведен1е дробнаго выражен!я къ виду 
цълаго. При помощи отрицательныхь показателей всякое 

дробное алгобраическое выражеве можно представить подъ 

видомъ цфлаго; для этого стоить только всЪхь множителей, 

входящихь въ знаменателя, перенести мпожителями въ числи- 
теля, взявъ ихъ съ отрицательными показателями. Наприм$ръ: 

За 2 
Ее За. = =305 68. 
ре во 

Само собою разумФется, что такое иреобразоване дробнаго 

выражевя есть только измфиене одного внБшияго вида этого 

*) Эту сталью, при желанш преподающаго, можно проходить непосред- 
ственно передь статьей „Дробные показатели“, т.-е. передъ $ 279 

2* 
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выражешя, а не его содержаня. Одпако это измфнеше внзш- 

няго вида иметь очень вазкное значеше, такъ какъ дЪйетшя 

надъ степенями еъ отрицательными показателями можно вы- 
полнять по тЪмъ же правиламъ, кая были выведены для пока- 

зателей ноложительныхь. Докажемъ ото. 

93. 1. Умножен{е. Раземотримъ отдЗльш три случая: 
1) когда только множимое имфеть отрицательнато показателя, 
2) когда только мпожитель иметь отрицательнаго показателя 
и 3) когда оба сомпожителя съ отрицательными показателями. 
Предетоить доказать, что во вохъ отихь случаяхь показа- 
тели одинаковыхъ буквъ складываются. 
Для отото поступимъ такь: вмфсто числа съ отрицательнымь 
показатолемьъ подотавимь дробь, у которой числитель соть 1, а 
знамепатель—это же число съ положительнымь показателемь, 
затЪмъ произведемъ дЪйств{е по правилу, относящемуся до дро- 
бей, и полученный результать сравнимь съ тВмъ, который прод- 
стоить доказать. 

1) Требуется доказать, что а". 

Доказательство: а". а" == 

2) Требуется доказать, что а®. д" ==а"4 С». 

Доказательство то эке самое. 
-т д- 3) Требуется доказать, что а”, а" ==а’ 

ал 1 
ат’ атай  атя 

—т +) 

Пока". а ща) атс), 

П. ДЪлене. Предстонть доказать, чло при дфлеви сте- 

пеней одинаковыхь чисель показатель дфлителя вычитается 
изъ показателя дзлимаго и въ томъ случа, когда эти пока- 
затели отрицательны. Для этого раземотримъ хакже три слу- 
чая, подобпые тЪмь, которые были нами указаны при умпо- 
жеши: 

Док. а": 
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и ат--е-и) 2) Требуется доказать, что а* 

Док.: а”: = а”. ата" ат, 

1.1 
Док: а": а =: = 

Примфры. 1) (3267) (0,За’ 1-е) 2 дай. 
2) ("м у- 'г?) (буи) тулиЗрича, 

ГЛАВА Х. 

Отношеше и пропорщшЯя. 

94. Отношене. Повторимъ вкратц то, что извфстно 

объ отпошеши изъ ариеметики. 
Отношешезь одного значешя величины къ другому значению 

той ке величины называется отвлеченное чиело, на которое надо 
умножить второе значеше, чтобы получить первое. 

Такь, отношеше 15 арш. къ 3 арш. есть число 5, *потому что 
15 арш.=8 арш.х 5; отношеше 1 фунта кь 1 пуду есть число 5, 
потому что 1 фуп.=1 п.хзь; отношеше отвлеченнаго числа 
25 въ отвлечениому числу 100 равно {, потому что 25=100 . {. 
Значеня величины, между которыми разсматриваетсл отно- 

еше, называются членами отношешя, при чемъ первое 
значеше есть предыдущ!й членъ, а второе значен1е— 

посл дующЕуй членъ. 

Отношен1е именованныхъ чиселъ можеть 
быть зам $ непо отношен1емъ отвлеченных 
чисел; для этого достаточио выразить именоваппыя числа 

въ одной и той же единицВ и взять отношене получившихся 
отвлечепныхь чиселъь. ПапримЪръ, отношене 10 фун. 16 лот. 

кь 3 лотамъ равно отношению 336 лот. кь 3 лот., а это 
отношен1е равшо отношенйо отвлеченныхь чисель 836 къ 3. 

Въ послфдующемъ изложен мы будемъ говорить только 

объ отношени отвлеченныхъ чисслъ. 
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'Изъ опредЪлешя видно, что отпошеше можно разсматривать, 

какъ частное оть дЪлевя предыдущахо члена па посл дующай. 

Поэтому отношеше обозначается посредствомъ знаковъ дфленя; 

ы, а 

такъ, отношене а кь В обозначается а. или р въ отомъ видь 

отношеше можно разсматриваль, какъ, алхебраическую дробь. 

Зависимость между членами отношешя и самимъ отношешемь 

та же самая, какая сущеслвуеть между дзлимымъ, дфлителемь и 

частнымъ; такъ, обозначивъ отношение а : ® черезъ 4, получимъ: 

а=4, Ь=а: 4. 

Замъчан!е. Вь арпометикЪ разсматривается отношеше 
только арнеметическихь (1.-е. положительныхь) чисель; въ 
алгебр» же предполагается, чло числа, между которыми раз- 

сматривается отношеше, могутъ быль и положительныя, и отри- 
цательныя; предыдунай членъ можеть быть и 0 (тотда и отно- 
шене равно 0), по посл5дующий члешь долженъ быть числомь, 

отличнымъ оть нуля, такъ какъ дЪлеше на 0 невозможно. 

95. Пропорщя. Равенство, выражающее, что одно отно- 

шен!е равно другому отношенйо, паз. пропорщей. 

Таковы, напр. равенства: 

8:4=40.20, (+50) : (—10)=С-25) : (+5), 

которыя можно писать и тавъ: 

8_40 +50 _—25 
4 20—00 +5 

Изъ 4 чиселъ, составляющихъ пропорцию, 1-с и4-е наз. кра й- 

ними членами, 2-е и 3-е —средними членами, 1-е и 

3-е предыдущими, 2-е и 4-е — посл дующими. 

96. Теорема. Во веякой пропорщи нроизведене край- 

нихъ членовъ равио произведенио среднихь. 

Для доказательства назовемь буквою 4 каждое ‘изь отно- 

шен!Й пропорши а .Ь=с : 4; тогда а=4 и 4= з .Перемноживь 
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эти два равенства, пайдемъ: 

что и требовалось доказать. 
Отсюда слфдуеть: крайш членъ пропорщи равень пронз- 

ведению ереднихъ, дфленному па другой крайнй; 
средшй членъ пропорци равенъ произведен крайнихъ, 

дЪленному на другой среди, 

97. Обратная теорема. Если произведене двухь 
чиселъ (отличныхъ отъ пуля) равно произведению двухъ другихь 
чиселъ, то изъ этихъ 4-хъ чиселъ можно соетавить пропорцно, 
беря еомножителей одного произведен я за крайне, а сомножи- 
телей другого произведеня за ередше члены пропорции. 
Док. Пусть даны 4 числа т, п, ри 4, удовлетворяющя 

равенству: 

пира, 0] 
при чемъ числа эти отличны отъ нуля. Составимъ новое про- 

изведен1е двухъ сомпожителей такихъ, чтобы одинъ сомножи- 

тель былъ взять изъ произведешя ти, & другой—изъ произ- 

ведешя 24. Такихь произведенй мы можемь составить 4, а 

именно: 

тр, та, тр и па [2]. 

Раздфлимь 06 части даппаго равенства [1] на каждое изъ 
составленныхь нами произведевй [2] (что можно сдфлать, такь 

какъ ни одно изъ отимь произведейй не равно нулю). Такь 

закь равныя числа при дфлеви па равныя числа должны 
дать равныя частныя, то 

тт 29 тт _ 704 тп 4 ть _ 24 
тр тр’та т4’пр пр’та т 

Сокративъь каждую изъ этихь дробей, мы получимъ 4 равен- 
ства: 
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вщ9ги равенства представляють собою тв пропорций, которыя 
можро составить, если сомножителей одпого изъ данныхв про- 
изведешй [1] возьмемь за крайше члены, а сомножителей 

другого произведенцер-за средне члены. „Теорема такимъ обра- 
зомь доказана, 

98. Перестановка членовъ пропорщи безъ на- 
рушен1я ея. Вь каждой пропорши можно переставлять 
члепы: 1) средне, 2) крайше и 3) крайне па мЪсто среднихъ 
и средше на мото крайпихъ. Оть такихъ перестаповокъ про- 
порщя не нарушится, потому что не парушится равенство 
между произведешемъ крайнихь и произведешемъ среднихъ. 
Выполпивъ вс возможныя перестановки, получимъ вмЪото 

одной пропорщи 8 пропорцй. Такъ, если дапиая пропорщя 

есть а: 6==с : 4, то эти 8 пропорщ окажутся так: 

1 а:5=е.а, 5): 
3) а: с=Ь : 4, 6) с 

3) 4: 6=с:а, ГВ з 

4) 4: 6=, ‘а, 8) с: 4=а`6. 

Мы ихь получили слфдующихь образомь: пореставивъ въ 1-й 
данной пропорши средше члены, мы получили 2-ю пропорцию;` 

переставивъ въ каждой изъ этихъ двухь пропоршй крайше 

члены, получили 3-ю и 4-ю пропорщи; паконець, переставивь 
въ каждой изъ пропорщй крайне па мото среднихъ и наобороть, 

мы получили еще 4 пропорщи, 

99. Непрерывная пропорця. Среднее геоме- 
трическое. Пропоршя паз. пепрерывной, если у цея. 

одинаковы оба среднихь или оба крайпихь члена, Такова, 

напр., пропорция" 

36 :12=12.4 пли 12:4=86:12. 

Повторяющюся члень непрерывной пропорщи паз. сред 

нимъ геометрическимь числомь двухь осталь-& 
ныхь членовъ отой пропорции. Изь пропорщи а: 6=6 : с нахо-] 
димъ: 

= ос; откуда =, 



— 105 — 

т.-е. среднее геометричеекое двухь чиеель равно корню ква- 
дратному изъ произведешя ихъ. Такъ, средиее геометрическое 

чисель 39 и 8 равно/ 32. 8=]/ 256 =16. 
Вообще, среднимъ геометрическимъ“и‘ данныхъ чиееть наз. 

п-ый корепь изъ произведешя вефхъ этихъ чиеель; напр., 

средиее геометрическое трехъ чиселъ: 8, 32 и 2 есть 

Из . 82. =У 8:8. 

100. Среднее ариеметичеекое. Среднимъ ариомети- 
1 

ческимть и даппыхь чисел наз. р часть суммы вефхь этихь 

чисель. Такъ, среднее геометрическое 4-хь чисель: 10, —2, 
—8 и 12 равпо: 

101. Сложныя пропорщи. Такь лазывалотся пропор- 
щи, которыя можно получить изъ двухь или нфеколькихь 
данныхь пропорцай посредствомъ почленпаго ихъ перемноженя 
или двлевшя. 

Пусть, напр.. имземь двф пропорщи: 

а с 
аи 

Перемноживь и раздЪливъ почленио эти два равенства, по- 
лучимь тавя сложныя пропорции: 

аа’ 0’ 

Эа" 

102. Производныя пропорщи. Такь называются 

пропорции, которыя можно получить изъ одной данной пропорщи 
(а пе изъ пЪеколькихь, какь получаются сложныя пропорци) 

посредствомъ нЪкоторыхъ дЪйствйЙ надъ ея членами. 

Пусть имЪфомь пропорцо. т Прибавимъ къ обфимь ча- 
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стямь отого равенства или отнимемъ оть пихъ по 1, отчего, ко- 

нечно, равенство не нарушится: 

1 
Е а 

Здфсь двойные знаки -- и — надо понимать въ со- 

отв тств{и другь съ другомь, т.-е. верхиему знаку въ 
лЪвой части равенства соотвЪтствуеть верх знакь въ правой 
части, и нижнему знаку въ лЪвой части равенства соотвЪт- 

ствуеть нижнйЙ знакъ въ правой. 

Приведемь 1 къ общему знаменателю съ дробью, къ которой 
эта единица прикладываетел: 

= стили =. (1) 

Получилось равенство, представляющее собою 2 производныя 
пропорщи; ихъ можно высказать такъ: сумма или разность 
членовъ перваго отпошешя относится къ поелБдующему члену 
того же отношешя, какъ сумма или разноеть членовъ второго 
отношешя относител къ посл$дующему члепу этого отношешя. 

а с 
Раздзлимъ равенство (1) па данное равенство та тогда 

знаменатели В и 4 сократятся, и мы получимъ еще двЪ произ- 

водныя пропорци: 

а+Ъ с+а 
ея. (2) 

которыя можно высказать такъ: сумма или разпоеть членов 

перваго отношешя относится къ предыдущему члену того же 

отношешя, какъ сумма или разпоеть членов второго отноше- 

шя относится къ предыдущему члену этого отпошешя. 
Равенство (1) представляеть собото собственно два равенства: 

а са И 6 са 

5 а у а’ 

РаздЪливъ эти равенства почленно, найдемъ третью произ- 
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водную пронорцро: 

а--6_ са 

бе ыы 
которую можно высказать такъ: сумма членовь перваго отно- 
шешя отпоситея къ ихъ разноети, какъ сумма членов второго 
отношешя относится къ ихъ разноети. 

Переставимь средые члепы въ пропорщяхь (1), (2) и (3); 
тогда получимъ още 3 производныя пропорщи, которыя полезно 
замЪтить: 

ЗамЪчан1е. Производными пропорщями иногда можно 
пользоваться для скорБйшаго нахожденя неизвфотнаго числа 2, 
входлщаго въ пропорцио. Приведемъ иримВры. 

ПримЪръ 1. 3— 40 

д 7 

Составимь производную иропорцию: сумма членовь перваго 
отношешя относится къ послфдующему члену того же отно- 
шешя, какъ... Тогда получимъ: 

347 

Примъръ 2. 

аа т 
Составимь производиую иропорцио: сумма членовь перваго 

отношенйя относится къ ихъ разпости, какъ.. . Тогда получимъ: 

2а_ тт а тт 
Е Е ИЛИ 

Откуда: _ а(т-—п) 

ти ° 

108. Свойство равныхъ отношен1й. пусть имфемь 
рядъ иЪсколькихь равныхьъ отношенй: 

аа: а @з_ а, 

ыыы К: 
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Обозначимь черезь 4 каждое изъ этихъ отношенй, т.-е. 

положимъ, что 56, Ри ит. д. Такь какь предыдущий 

членъ равенъ послёдующему, умпожепному на отпошене, то: 

а=4, @=014... а,=9,4. 

Сложимъ эти равенства почленио: 

а-а: аз-... На, 54 На-ЕЪ:а-+... Е а=аф-Ны-На-...-Н®ь). 
Раздфлимъ 06% части этого равенства па 5-9. -+...-Е5„” 

а-На:-раз-+...На, _ а _@ а, 

Е, Сы ыы 
Мы получили, такимъ образомъ, пропоршшю, которую можно 

высказать такъ: 
еели нфеколько отношенй равны между ©0б0ю, то сумма 

вефхъ предыдущихь членовъ отпоситея къ сумм вебхъ по- 

слБдующихь, какъ какой-пибудь изъ предыдущихь относится 

къ своему поел5дующему. 

Замъчан!е. Такь какь пропорщя представляеть собою 
два равныя отношешя, то это свойство прим нимо 
также и къ пропорц{и; такь, если а:6=с:4, то 

(а-в) : 6--ад=а : 6=е : 4. 

Этимъ свойствомъ пропорщи можно иногда пользоваться для 
скорЪйшаго нахожден1я пеизвЪстнато числа +. 

ПримЪръ. = 

Составимъ новую пропорцио: сумма предыдущихь относится 

къ сумыЪ послБдующихь, какъ...: 

Теперь составимъь производную пропорцио: сумма члеповь 
перваго отношевя относится къ послфдующему, какъ...: 

а--ь а 
——=-; откуда == |" у; ъ а 



ОТДЪЛЪ Ш. 

Уравнен!я первой степени. 

ГЛАВА 1. 

Обия начала рЪшен1я уравневйй. 

104. Равенство, тождество, уравнен!е. Два аль 
браическля выражешя, сосдипенныя между собою знакомъ = 

составляють равенство. Выраженя эти называются ча- 
сетями равопетва: то, что стоить налЪво оть знака =, соста- 
вляеть лЪвую часть, а то, что стоить направо оть этого 
знака, составлясть правую часть равенства. НапримЪръ, 
въ равенствЪ: а--2а=3а выражеше а--За есть лЪФвая часть, 
а За—правая часть. 

Равенства раздфляются на тождества и уравне- 
н1я. Тождества подраздляются на численныя и бук- 

венныя. 
Численное тождество есть равенство, въ которое 

входять только числа, выраженныя цыфрами; таковы, напр., 
равенства: (2-1)*=(5—2)?; 7=7. 
Буквенное тождество есть равенство, у котораго 

06% части суть тождественныл алгебраическйя выраженйя ($ 3), 

т.е. тая выражешя, которыя при всевозможныхьъ 

значен1яхъ буквъ, входящихь въ нихъ, имфють 

одинаковыя численныя величины; таковы, напр., равенства: 

(а-Рб)т==ат-НЫт; (ат) =02--2а--1; а=а, 
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и вообще вс ть равенства, которыя намъ приходилось до 

сего времепи разсматривать. 
Всякое „буквенное тождество, посл подстановки па м%ето 

буквъ какихь-пибудь чиселъ обращается въ числовое тождество. 

Уравнен1емъ называется равепство, у котораго объ 

части имфють одинаковую . численную величину не при 

всякихъ значен1яхъ буквъ, входящихъ въ нихъ, 

а только. при изкоторыхь. Наприм$ръ, равенство: 

За-5=2е-1 

есть уравиеше, потому что части его 32-5 и 2%--1 равны не 

при всякомъ значеши буквы х, а только при 2=2; точно такъ же 

равенство: 
2.--у=102—у 

есть уравиеше, потому что части его имють одинаковую 

численную величину не при всякихъ значешяхь буквъ хи у 

(напр., при 2=2, у=3 оно невозможно, тогда какъ при #=2, 

у=8 оно в$рипо). 

ТВ буквы въ уравнеши, которымъ нельзя приписывать все- 

возможныхь численпыхь значешй, пазываются не изв ст- 

ными оуравнешями; оти буквы берутся обыкновенно изъ 

послдиихь буквъ алфавита: х, у, 2... 

Уравненшя могуть быть съ однимъ пеизвстпымъ, съ двумя, 

тремя и боле пеизвфетпыми. Такъ, равсиство Зв--5=2ж-Е7Т 

есть уравпеше съ 1 нсизвфстнымь, а равенство 22--у=102—у 

есть уравнене съ двумя неизвЪстными. 

Числа, которыя, подставленныя въ уравнене вмЪсто его не- 

извЪстныхь, обращають это уравнеше въ тождество, называются 

корнями уравпешя пли его р шен1ями; о такихъ числахь 

принято говорить, что они удовлетворяють уравнению. 

Наприм$рь, 2 есть корепь уравпешя 32--5=22--7, потому что 

при х=2 ото уравнеше обращается въ тождество 3.2--5= 

=2.2--7. Уравцеше 22--у=10%—9у имфеть корпи 2=2, у=8 

и многе друше. Иногда уравнеше съ одпимь неизвфетнымь 

имфеть два кория и болфе; напр., уравнеше 2*--2=82 удо- 

влетворяется при х=2 и 2=1. 

Ршить уравненте значить найти вс его корни. 



—шШ- 

ЗамЪчан!е. Уравнеше наз. численны м, если 
опо не содержитъ въ себ никакихъ другихъ буквъ, кром% тЪхъ, 
которыя означають пеизвф стныя; въ противномъ случа 
оно пазывается буквеннымъ. .Напр., уравнеше: 32--5= 
—=2зФ--7 есть численное, а уравнеше: ах--Ь=0, въ которыхъ 
буква г означаеть пеизвфотное, а а и  данныя числа, есть буквен- 
ное. 

105. Мноя задачи можно ръшать помощью 
Уравнен!й. Возьмемь для примфра такую задачу: 

Старшему брату 15 лЪть, а младшему 9. Сколько лЪть тому 
пазадь первый быль втрое старше второго? , 

Назовемъ неизвстное число лфть буквою 2. Предположимъ, 
что это число пайдепо, и мы желаемъ повфрить, удовлетворяеть 
и пайденное число требовашямъ задачи. Тогда разсуждаемь 
такъ: с лЬть тому пазадъ старшему брату было не 15 лтъ, какь 
теперь, а 15—2; младшему брату тогда было не 9 лЪть, какъ 
теперь, а 9—2. Услове задачи требуеть, чтобы 15— было 
втрое болфе 9—2; зпачить, если 9—< умножимь па 3, то мы 
должны получить число, равное разности 15—2; поэтому для 
= можно взять только такое число, которое удовлетворяеть 
‘уравненйю: 

(9—2)8=15—<. 

Если сумфемъ рЫшить это уравнен!е, то задача будет „—___. 
Мы вскорБ укажемъ общий способъ рёшен1я подобныхъ уравневй. 
Теперь же замфтимъ, что полученное нами уравнен1е можло 
рёшить такими простыми соображенями. Такъ какъ произве- 
деше (9—)3 при всякомъ значенйи 2 равно 27—32, то это уравне- 
н1е можно написать такъ: 

21—32=15—+. 

Въ этомь вид лёвая и правая части уравнен{я представляють 
собою разности. Сравнивая ихъ между собою, замчаемъ, что 
Уменьшаемое въ лЪвой части (т.е. 27) болфе уменьшаемаго 
въ правой части (т.-е. 15) па 12; тогда, чтобы разности были 
равны, пеобходимо и достаточно, чтобы и вычнтаемое въ лЬвой 
части (т.-е. 32) было боле вычитаемаго въ правой части (т.-е. 2) 
тоже па 12; но 35 болЪе 2 на 25; слЬд., 2х==12, откуда #=6. 
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Значить, 6 лЬть тому назадъ старший брать быль втрое старше 

младшаго. 

Только практика научаеть, какъ, походя изъ вопроса и усло- 

в1й задачи, составить одпо или нЪоколько уравненй; алге бра 

иметь цълью указать способы рёшен!я 

уже составленныхъ уравнен1й. Въ этомъ 00- 

стоить другое весьма важное назначено этой пауки (см. $ 4). 

Рьшеше уравпешй основашо на нЪкоторыхь свойствах ра- 

зенствъ вообще и уравнешй въ частности; ти свойства мы теперь 

и раземотримъ. 

106. НЪкоторыя свойства равенетвЪь. Всякое 

равенство, разсматриваемое въ алгебрЪ, мы можемь сокращенио 

выразить такъ: а==0, если буквою а обозначимъ численную ве- 

личипу лЪвой’ части равенства и буквою Ъ численную величину 

правой его части. ЗамфтивЪ это, мы можемъ главиЪйния свой- 

ства разенствъ выразить слфдующими очевидными истинами 

(мы уже неоднократно пользовались ими рапьше): 

1°. Если а=Ъ, то иф=а;т.-е. части равентова м ожпо 

переставлять. 

2°. Если а= и с=Ъ, то а=е; т.е. если два ‘числа 

равны порознь одному и тому же треть 

ему числу, тооши равны и между собою. 

3°. Если а= и ти, то 

а--т-=--т, а-т=—т, ат=9; 

т.е. если къ равпымъ числамъ придадимъ 

равныя числа, тон получим равныя числа; 

если отъ равпыхьъ (чисель) отпимемь рав- 

ныя (числа), тои получимъ равныя (числа); 

если равныя умпожимъ на равныя, то 

и получимъ равныя. 

т [8 
4°. Если а=6 и ти, то —==-, если только числа т ип и 

т п 

нули (дЪлеше на пуль певозможно, $ 39); т.е. если равныя 

числа раздЪлимъ на равныя числа, от 

личныя отъ нуля, #0 м получимъ равныя 

числа. 
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107. Равносильныя уравнен!я. Уравнешя наз. 
равпосильпыми (а также эквивалентными, одно- 
зпачащими), ели они имЪють одни и т же корни. Напр., 
уравпешя: 

2--2=82 и 2—За--2=0 
равиосильны, потому что у нихъ одни и тв же корни (именно: 
Ф=2 и 5=1). 

Относительно равносильности уравнен1й мы докажемь 2 тео- 
ремы, которыля можно пазвать осповными для рЬшешя 
уравиешй; при этомь для простоты мы будемъ предполагать, 
что рчь идеть объ уравнени съ о дпимъ пеизв $ ст- 
нымъ (тБ же самыя разсуждея можно было бы повторить 
и для уравненя съ пфеколькими. неизвЪстными). 

108. Теорема 1. Если къ обЪимъ частямгъь уравнешя 
прибавимъ, или отъ пихъ отнимемъ, одно и то же чиело, то 
получимъ новое уравнеше, равносильное первому. 
Обозначимь для краткости лфвую часть уравненя одною 

буквою А и правую часть его другою буквою В}; если, напри- 
и%ръ, уравнене будоть такое: 

42-11=32—1, 

то черезъь 4 мы обозпачимь сумму =?-1, а черезъ В разность 
32—1. Пусть т означаеть какое-нибудь число (положительное, 
или отрицательное, пли пуль). 
Докажемъ, что два уравнешя: 

А=В [69] и А-т=В-т (2) 
ЮеБють одни и ть же корни. Для этого убфдимся въ слфдующихъ двухь предложеняхъ: 

1°. Каждый корень уравнен!{я (1) принад- лежитъ и уравненую (2). 
Пусть, напр., число а будеть корнемъ уравпевя (1). Это зна- чить, что если въ этомь уравнеши на мЪето х поставимъ число а, 

10 выражещя А и В сдЪлаются равными числами. По тогда и вуммы А т, В--т также сдълаются равными числами, такь какъ «вали къ равнымь числамь придадимъ равпыя числа, то и получимъ 
завныя. Олд., каждый корень УР. (1) удовлетворясть и ур. (2). 

А Киселевъ. Ал ебра. 8 
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2°. Обратпо: каждый корень уравненйя (2) 

принадлежить и уравиен1ю (1). 
Пусть, напр., число а’ будегь корпемь ур. (2). Это зпачить. 

что если въ отомъ уравнеши на мфото 2 подставимъ чиело а’, 

то суммы А--т, В-Нт сдЪлаются равными числами. Но тогда. 

выражешя А и В должны также одфлаться равными числами, 

такъ какъ если оть равныхъ чисель (А-+-т и В--т) отнимемъ 

равныя числа (т и т), то и получимъ равныя. Значить, каждый 
корень ур. (2) припадлежить и ур. (1). 

Изь этихь двухь предложенаи слФдуетъ, что уравненая (1) и 

(2) имфють одни и тЪ же корни, т.-е. они равпосильны. 

Переходя отъ ур. (2) кь ур. (1), мы зам чаемъ, что отъ обЪихь 

частей уравненйя можно отнять одпо и то же число т. 

Замфчан{е. Прибавляемое къ обфимъ частямь уравнешя 

или отнимаемое оть пихъ число можеть быть дано въ вид® какого- 

нибудь буквеннаго выражен! л, при чемъ это выра- 

жен!е можеть содержать въ себЪ и неизв стныя урав- 

нешя 1). Папр., къ обфимъ частямь ур. 2*-1=32—1 можно 

прибавить выражеше 1—8, такъ вакъ при велкомъ числениомь 

значеши 2 ото выражеше предотавляеть собою иЪкоторое опре- 

дленное число, а оть прибавлешя къ обЪимъ частямъ уравневя 

одного и того же числа, какъ мы доказали, получается уравнен!е 

равносильное съ данным. 

109. Слвдетвня. 1. Любой членъ уравнешя можно пере- 

ноеги изъ одпой его части въ другую, перемфнивъ передъ та- 

кимъ члепомъ знакъ на противоположный. 
Напр., если кь обфимъ частямь уравнешя 8-2*=72—2 при- 

бавимъ по 2, то получимъ: 

8-2 =712—2 

+2 _ +2 

8-е 

1) Если только прибавляемое выражен! при всьхъ значеняхъ неизвфот- 

ныхъ, удовлетворяющихъ данному уразпенно, предетавляетъ собою оп ре 

дв ленное число С ве принимаетъ, папр., вида р аи ”) 
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Такимь образомъ, члень —2 изъ правой части даннаго урав- 

нешя перешелъь въ лЪвую съ противоположнымь знакомъ +. 

Вычтя изъ обфихь частей посл$дияго уравнешя по 2%, по- 

лучимъ: 

Такимъ образомь, члень --2 перешель изь лЪвой части 
уравнешя въ правую съ противоположнымь знакомъь —. 
Можно всЪ члены уравнен1я перенести 

въ одпу его часть, напр., въ лЪвую; въ такомъ случав 

въ другой части остапется 0. Такъ, перенеся въ уравнени: 

22 =45—6 

члены 45 и —6 въ л6вую часть, получимь. 

22—46 =0. 

2°. Вели два одинаковые члена еъ одинаковыми знаками 
етоять въ разныхъ частяхъ уравнешя, то таые чдепы можно“ 

отброепть. Пусть, папр., дапы уравнещя: 

бх-+3=а?-3, 72—ш=3—ч. 

Отиявъ оть обфихъ частей перваго уравнен1я по 3 и прило- 
анвъ къ обфимьъ частлмъ второго уравценшя по =, получимъ: 

ва=2?, 17=8. 

Такимъ образомьъ, одинаковые члены +3 и +3 въ первомъ 
уравнени и одинаковые члены — и —2 во второмъ уравпени 
уничтожились. 

О. Теорема 2. Вели обЪ части уравиешя умножимъ 
или раздЪлимЪъ па одно и то же число ‚не равное нулю ‚то получимъ 
новое уравпеше, равносильное первому. 
Пусть А=В ость данное уравнеше и т какое-нибудь число, 

хром 0; докажемъ, что два уравиенля: 

А=. (1) и Ат=Вт (2) 
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имЪють одни и 1% же кори. Лля отозо убфдимоя въ слЪдующихь 

двухь предноженяхль 

1°. Каждый ворень уравнения (1) принад 

дежитъ и уравнению (2). 

Пусть, напр., число а будегь корпемъ ур. (1) Ото значить, что 

при г=а выражешя А и В длаются равными числами. Но 

тогда произведеня Ат, Вт сдЪлаются равными числами, 

такь какъ если равпыя числа умпожимъ па равпыя числа, то 

и получимъ равныя, Значить, каждый корень ур. (1) принадле- 

жить и ур. (2). 

2. Обрати. каждый корепь уравнения (2) 

припадлежизь и уравпен:ю (1). 

Пусль, напр , число а’ будегь корнемь ур. (2), т.-е. пусь 

при х=@а’ произведешя Ат и Вт дЪлалотся равными числами. 

Но тогда и выражетя А и В дозэкиы одЪлалься равными числами, 

такъ какь соли равпыя числа (Ат и Вт) раздЬлимь па равныя 

числа, отличныя отъ пуля (& т мы предположили 

не равнымь пулю), то и получимъ равныл. Зпачить, каждый 

корень ур. (2) принадлежит и ур. (1) 

Изь этихь двухь предложен слЪФдуеть, что уравновя (1) 

и (2) равпосильны. 

Переходя оть ур (2) къ ур. (1), мы видимь, что об части 

уравцешя можно д® лить на одно и то же число, отличное 

оть пуля. 

111. Слъдетв1я. Г. Если веф члены уравнешя имфютъ 

общаго множителя, ие равнаго нушо, то уравнеше молшо па 

него сократить. Напр.: 

605—160 =840-—405. 

Разд ливъ вов члены иа 20, получимъ уравиеше болЪе простое: 

32—8=17 - 

%. Передь вебми членами уравлойя можно перемЪнить 

знаки на противоположные, такъ какъ это равносильно умно- 

зкепио обфихь частей уравценая па —1. Напр., умноживъ 00% 

части уравиеня. 
а =—8—* 
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на —1, мы получимь равносильное уравнеше. 

72—2=8-ал. 

съ противоположными знаками. 

Замфтимъ, что того же самаго мы можемь достигнуть, если 
перепесемъ всЪ члены уравненая изъ лЪфвой части въ правую, 
а изъ правон въ лвупю ($ 109, 1°), и затёмъ помВняемъ мЪстами 
эти части. Такъ, сдЪлавъ такое перенесене въ уравпени: 
—1-2=—8—427, получимь 8-547=72-2 и затмь: 72 = 
=8--2* 

3°. Уравценю можно освободить оть знаменателей. Наир.. 

=7,1666... 

Обративъ число 7,166... въ обыкновенную дробь, получимъ 4 
теперь приведемъ всЪ члены къ общему знаменателю: 

2—6 32—46 86 16 (9215) 88 
12 12 12 12 Вет 

Огбросивъ общато знаменателя, мы тъмь самымь умножимъ 
объ части уравиенан па одно и то же, пе равное нулю, число 12; 
оть этого получимь уравнене, равносильное данному и пе 
содержащее дробныхь членовъ 

145—6—(32—15)=86 или 142—6—8%--15=86. 

112. Замъчанйя 1°. Нельзя ‘умножать 06% части уравнешя 
на нуль, такъ какъ оть такого умноженля уравнен{е перестаеть 
существовать, обращаясь въ тождество. 0==0. Возьмемь, папр., 
уравнене 2х=8, и умпожимъ об его части па 0 

2р==8 (1) 25.0=8.0 (2) 

Уравнеше (1) имфеть только одинь корень, именно д=4; 
уравиенле же (2) удовлетворяется при всякомъ числен- 
номъ значенти 2 (произведенте всякаго числа на 0 есть 0), 
напр., при х=10 уравнене эго даеть: 20.0=8.0, т.е. 0=0, 
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при #=—8 оно такако даеть: (—6).0=8 0, т.-е. 0=0, и т. д. 

Такимъ образомъ, оть умножешя частей уравненя па нуль 

получается тождество: 0=0, а не уравиене. 

2°. О дълеши обЪихъ частей уравненля на нуль нечего говорить, 

такь какь дЪлен!е на, 0 вообще невозможно ($ 39). В 

118. Можно ли обЪ части уравнен1я умножить 

или раздЪлить на алгебраическое выражен1е? 

Для рышевл этого вопроса разсмотримь особо слдуюнце 

2 случая: 

1°. Пусть алгебраическое выражение, на которое мы умно- 
зкаемъ или дфлимъ части уравненая, не содержить неизвфот- 

ныхь. Напр., пусть это будеть выражее 2—5, въ которомъ 

буквы а и ® означаюгь кавя-пибудь данныя числа. При всякихь 

численцыхь значешяхь отихъ ‘буквъ выразжеше 2а—® предета- 
вляеть собою н®которое опредЪлециое число, при чемъ число эта 
ие есть нуль, если только 2а пе равно Ъ. Но мы доказали 
($ 110), что оть умножешя или дФленая объихь частей уравиешя 

на, одно и то же число, не равное 0, получается уравнеше, равиот 
сильное даниому, тогда канъ оть умпожешя пли дфлен1я частей 
уравнешя на 0 равносильнаго уравнешя не получается ($ 112, 1°). 

Значить, па выражеше 2а—$ можно умножить или раздзлить 

00% части уравиевя, за исключешемъ лишь случал, когда 2а==5. 

Вообще, об% части уравнен1я можно умно- 

жить или раздфлить па алгебраическое 

выраженте, пе содержащее пеизв $ стныхъ, 

при всЪхь тфхьъ численпыхъ зпачен!яхь 

буквъ, входящихь въ это выражен1е, при 

хкоторыхъ оно представляетъ собою какое 

нибудь опредфленное число, ие равное 0. 

2°. Пусть алгебраическое выраженле, на которое мы умно“ 

зжаемъь или дЪлимъ части уравнены, содержить неизвЪотныя. 

Напр., пусть об части уравпевя: 2х=8 мы умножили на 

выражеше х—8, содержащее пеизвфотное 2. Тогда будемъ 

имфть 2 уравнешя: 

22=8 (1) и 22(—8)=8(а—3) (2) 
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Посмотримъ, будуть ли они равносильны. Уравиеше (1) 
имфоть только одииь корень: 2==4. Этоть корень принадлежить 
и уравнению (2), такъ какъ онъ обращаеть его въ тождество: 

2.4(4—8)=8(4—38), т.6. 8.1=8.1. 

Но уравцеше (2) иметь еще свой особый корець: х=8. Д%й- 
ствительно, при этомь значени д множитель х—8 обращается 
въ нуль, п уравнение (2) даеть: 

6.0=8.0, т.-е. 0=0. 

Зпачить, уравнеше (1) иметь одииь корень (2==4), тогда какъ 
уравиеше (2) имфель 2 корня (2=4 и 2==8); изъ этихь корней 
послВдшЙ есть постороин{И для даннаго уравнешя (1). 

Такимъ образомъ, уравнешя (1) и (2) не равносильны. 
Вообще, отъ умножен1я или дВлен{я обф- 

ихь частей даппаго уравпен1я на одно 
и то же алгебраическое выраженте, со- 
держащее неизв стныя, получается урав- 
нен1е, пе равносильное данному, такь какъ 
этимъ умножешемъ или дзлешемь мы можемъ ввести новыя 
рьшешя, или, наобороть, лишить уравнеше ифкоторыхь ршенй, 

Замфчан1е. Чтобы освободить уравнен1е 
от знаменателей, пужно, какъ мы говорили ($ 111, 83°), 
привести всф члены уравненя къ общему знаменателю и затзмъ 
его отбросить. Теперь мы должны добавить, что такое отбрасы- 
ван1е общаго знаменателя (равносильное умноженшю на него 
обфихь частей уравпешя) возможно безъ всякихь оговорокь 
лишь въ томь случа, когда отбрасываемый знаменатель не 
содержить въ себф неизвфотпыхь. Если же, какъ это часто 
бываеть, неизвфстныя входять и въ знамепателей дробныхь 
членовъ уравнешя, то, приведя вс члены къ общему знамена- 
хелю и отбросивъ его, мы должны еще изслфдовать, не вводимъ 
лн мы т5мъ самымъ постороннихь рёшен!й. 
Ниже приведены примфры ($ 116, прим®ры 2-й и 3-Й), назкото- 

рыхь уясняется, кацъ слдуегь поступать въ такихъ случаяхъ. 
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ГЛАВА ИП. 

Уравнен!я, содержация въ знаменате- 

ляхъ неизвЪетныя. 

114 ИПзложимь здфсь боле подробно, какъ слЬдуегь поступать съ урав- 

нешями, содержащими въ знаменателяхь неизвфотныя, Для простоты 

будемь говорить лишь объ уравнешяхъ, содержащихъ одно неизвфотное х. 

Перенеся вс члены уравнешя въ лЬвую часть и приведя ихъ къ общему 

знаменателю, получимь уравнеше и 

5 = 6, Е = 

тдВ АиВ суть алгебраичесяя выраженля, цфлыл относительно #. Дробь Ре 

можеть равняться пулю только въ олфдующихь двухъ случалхь: или 

1) когда А =0, или 2) когда, В = оо. Разсмотримъ сначала, первое предио- 

НЕ Положимъ, что, рьшивъ уравнеше А-=0, мы вашли корни: 21==4, 

==фи т. л. Подставимъ эти корни въ В. Если ни одинъ изъ нихъ не 

рен В вь нуль, то всь эти кории годны для даннаго уравнения. Коли же 
какой-нибудь изъ нихъ, напр., х;=а, обратить В въ нуль, то этоть коревь 

+ 20 
должно подвергнуть испытанию, такъ какъ неопредьленное выражеше (› 

А 
получаемое въ этомъ случа для дроби В, можеть оказаться неравнымъ 0. 

Чтобы раскрыть истинный смыслъ неопредвленнаго выражен!я ($ 146), за- 

мВтимъ, что въотомъ случав многочлены АиВ длятся на #—@ ($ 76, сл№д- 

стве 2-е), и ми мы можемъ сократить хробь р наз—а; тогда получимь 

новую дробь 4, если при 2==а числитель А, равпяется 0, а знаменатель В 

не равенъ 0, ы корень 2=а годится; если при 2==а и А; и В, равные0, то 

этотъ корень надо испыталь (по предыдущему); есди же при #=@ числ 

тель 4; не равенъ 0, то этотъ корепь надо отбросить. 

Разсмотримъ теперь второе предположеше, т.е допустимъ, что В==бо, 

Такъ какъь знаменатель В есть ц®лы Й многочленъ (или одночленъ), то 

онъ можеть обратиться въ со только при 2=0о. При этомъ значенщ 2 

дробь т я принимаеть неопредфленный видъ Е Чтобы раскрыть, истинный 

ны этого неопредвленнаго ааа презпохожимъ спачала, что 

степень В выше степени А. Пусть, напр., А= 2—7 5-2 и Ва 4 — 32-1, 

т.е. дробь имфеть видъ: 

_ 28322 
а З2--1 

ам ным. 
рае > —=0 и вообще ЕЕ (п>т)- 
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со Въ этомь случа истинное значеше выражешя 55 есть вуль. Дъйстви- 

тельно, раздьливъ чиолитедя и знаменателя на стенень 2, высшую въ 
числител$, получимъ: 

ъ; 
1 *+.. + . 

= =0 и вообще 
а Г ии... 

РЕ 

Положивъ теперь х = со, получимъ тождество: 0=0. Звачить, когда 
степень знаменателя выше степени числителя, у.рав- 

4 
нен!е .=0 сверхъ корней уравнен|я А=0 имфетъ еще 

особый корепь = со 1). 

Пусть лецерь степень знаменателя будегь ниже или равна, степени 
числителя. Напр.: 

А _ 22—32 
в=-5_5 =0и вообще 

Раздфливъ числителя и знаменателя на стенонь =, высшую въ знаме- 
нателъ, получимь: м 

88 
ЕЕ вообще п” "ии 1+ 

5 Ч а а: 2. 

1 а 
Положимь 2== со, получимь невозможное равенство 5=0 2’ если 

тп, и со, если т>"). Слфдов, когда степень знаменатехя 
А не выше степени числителя, уравнон!е ь не иметь 

иныхъ корней кром$ тЪхъ которые принадлежать 
уравнен1ю 4=0. 

1 1 1 
Примъръ 1-й. = 

2) Включено зиачешя 2=00 въ число корней уравнешя во многихъ 
случаяхь бываеть полезно. Во-первыхъ, въ ифкоторыхь сдучаяхь такое 
рёшеше уравнен!я даеть вполнз опредфленный отвфть на, вопросъ задачи; 
напр, когда отыскивають разстояше точки пересБчешя_двухъ прямыхъ 
оть нфкоторой постоянной точки, рьшеве == со означаеть, что лени 
должны быть параллельны другъ другу (см ‚ напр., задачу! $ 144). Во-вто- 
рыхъ безконечцое ршение означаеть, что по мёрЬ безпредфльнаго увели- 
чешя 2 0бф части уравнешя неограниченно стремятся къ равенству другъ 
съ другомъ, чго иногда имфеть весьма, цённое значеше. 
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Перенеся всЪ члены въ лЪвую часть и приведя ихъ къ ‚общему знаме- 

налелю, получимъ: 

Дробь, стоящая въ лфвой части‘уравнешя, несокрахима. Отбросивъ 
знаменателя, подучимъ: 

Такт какъ степень знаменалеля выше степени числителя, то данное 

уравненю имфоегь еще особый корень # = со. Дфйствительно, 

ав =- -.0-++0=0. 

ЗамВтимь, что если бы въ этомъ примёр$ мы не обратили вниман!я на, 
отброшениаго р то не замзтили бы одного корня именно, 2 == ©. 

2 

в и Та - 
Перенеся всё члены въ льзую часть и приводя ихъ цъ общему знамо- 
нателю, получимъ: 

Примъръ 2-й. 

Числитель дроби представляеть произведено (2—2) (2—1); поэтому 
дробь можно сократить на, 2—2; посл сокращешя получимъ: 

ет =0, #— 1] =0, откуда ==]. 

'Особаго корня въ этомъ примфрВ нфтъ, такъ какъ степень знаменателя 
не выше степени чисдлителя. 

ЗамЪтимъ, что если бы въ отомъ примёрВ мы отбросили общахо знаме- 
нателя, не поренося всхъ членов въ одну часть ‘уравненя, то пдлу- 

чили бы лиший корень 2 =2. 

ГЛАВА Ш. 

Уравнен!е первой степени еъ однимъ 

неизвЪетнымъъ. 

115. Подраздьлев!е уравнен1й. По числу неизвЪет- 
ныхь уравненя разд®ляются па уравнешя съ одпимъ неизвфот- 
нымъ, съ двумя неизвЪстными, съ тремя и болфе неизвстными. 

Кром того, уравнешя раздЬляются по степепямь неизвЪетныхь: 

уравненя первой степени, уравнешя второй степени, и т. д. 
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Чтобы судить о степени даннаго уравнешя, его надо пред 
варительно, посредствомь н®которыхь преобразованй, привести‘ 

къ такому виду, при которомъ правая часть уравпеня не с0- 
держить неизвЪстпыхь, а лЪвая представляеть собою миого- 

членъ (или одпочлевъ), цвлый относительно пепз- 
вЪстныхъ. Преобразовашя эти въ большинетвВ уже намъ 

извЪстны; ото—раскрыте скобокъ, если онЪ есдь, освобождене 

уравнензя отъ знаменателей, перенесеше вофхъ членовъ, содер- 

экащихъ неизвфстныя, въ лЪвую часть уравненя и приведене 

подобныхь члеповъ. ВпослЪдсти мы укажемь еще одно 

преобразоваве (освобождеще уравнешя оть радикаловъ), кото- 

рое потребпо для той же цЪли. Когда вез оти преобра- 

зовая выполпены, то 
степеныю уравнешя съ однимъ пензвфегнымь паз. показа- 

тель при иеизвфетномь въ томъ членф уравнешя, въ кото- 
ромъ этоть показатель наибольшй; ) 

степенью уравнешя еъ нЪеколькими неизвЪетными наз. сумма 
показателей при пеизвфстпыхъ въ томъ членф уравнешя, въ ко- 
торомъ эта сумма наибольшая. 

Напр., ур. 52—32=4 есть уравнеше второй степени съ 
однимь неизвфетнымь, ур. 52’у—ху-+8х=0 есть` уравнеше 

третьей степени съ 2 неизвЪстными. 

И6. Рьшене уравнен!1я первой степени съ 
однимъ неизвЪетнымтуь. Пусть требуется р%№шить 

уравнение: 

2—5) _3(2—2) 
зщ 

Для этого выполнимъ слЗдующия преобразовавя: 

1°. Раскроемъ скобки: 

22—10 6—3: 

3 2 
—=. 

2°. Освободимъ уравнене отъ знаменателей: 

47—20=18—95— 6х. 
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3°. Перецесемъ вс члены, содержалие пеизвфстиое, вь л$вую 

часть уравпенйя, а остальные члены въ правую часть: 

45--95-+65=18--20. 

4°. СдЪлаемъ приведеше подобныхъ члеповъ: 

195=88. 

Если данное уравпон!е, какъ взятое нами, первой сте- 

пени, т0 послЪ указапныхъ преобразовашй оно приведется 
къ такому виду, при которомъ каждая его часть состоить только 
‘изъ одпого члена, а именно: вая часть состоитъ изъ члена, со- 

дерзкащаго 2 въ первой степепи, а правая изъ члена, не содержа- 
щаго х. Такой видъ называется нормальным видомъ 

уравнен1я 1-й отепепи съ 1 пеизвфетнымъ. » 
Чтобы рЪшить уравиеще, ириведениое къ пормальному виду, 

надо сдЪлать еще одпо послфдиее преобразовале: 

5°. Раздьлимь 00 части уравнея на кооффищенть при 
неизвЪстиомъ: 

откуда: 2=2. 

Такъ какь каждос изъ указапиыхь преобразовай приво- 

дить къ уравненпо, равносильному съ уравнешемъ но преобра- 
зованнымъ, то, значить, и послФдиее полученное нами уравнене 
(«=2) равносильно съ жанпымь; по ур. 2, очевидио, иметь 

корень 2 и притомъ только оготь одшиь; значить, и данное 
‘уравпеше должно имть тоть эке коронь, и притомъ только одипъ. 

Найдя корень уравиешя, мы должны повз рить правиль- 
ность рёшешя; для отого подставимъ въ данное (не преобра- 
зованиое) уравнеше вмфсто х найденное число; если послВ 
подстановки получимъ тождество, то уравиен!е рзшепо правиль- 
но. Такъ, въ пашемъ примфрЪ, подставивъ на мЪсто < найденное 

число 2, получимъ: 

2(2—5) 3(@2—2) 

3 2 

Значить, уравнеше рёшено правильшо. 

Само собою разумфется, что пе во возхь случаяхь потребны 
вс пять указанныхъ преобразовал. 

2, 
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Для уясневйя н$зкоторыхъ особенностей при рёшеши уравие- 
п1Й разсмотримъ още сл5дующе примфры. 

ПримЪръ 1 Знаменатели не содержатъ не- 
извЪетнаго. 

Для рЬшевя отого уравнен1я спачала приведемъ члены ка- 
ждой дроби къ иълому виду (см. $ 83): 

85—12 5—3 14—23 8 

27 6 6 9 

Пайдя общаго знаменатоля 54, падписываемъь надъ каждымъ 
членомъ уравнешя дополнительнаго мпожителя: 

з Е) 54 ° 6 ей ке о 
82—12 58, 18 

27 6 ве 32 _ 

Затвмъ приводимъ къ общему знаменателю вс члены уравне- 

ця, отбрасываемь его и поступаемъ далфе, какъ обыкповепно: 

162—24—4562--27 -542=1583—92—48; 

165—455--545--9х=153—48--24—27; 342=102; #=8.. 

8—4 428 1313 
Повврка: —— -2--3=-—-,т.-е.—==—. 

9 9 эээ 

ПримЪръ 2. Знаменатели содержатъ неиз- 

вЪъетное, при чемъ отбрасыван!е общаго зна- 
менателя не вводитъ поеторонняго корня. 

22-1 8 221 

25 "14а т 

Чтобы удобифе привести вс члены этого уравнейя къ об- 

щему знаменателю, перем$нимъ въ знаменателВ второй дроби 
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знаки на противоположные, а чтобы оть этого не измВнилась 

величина дроби, перемВнимъ знакъ передъ дробью (см. $ 84, 2°); 

2%-1 8 2—1 

2—1 41 

Такъ какь 42^—1=(24--1)(22—1), то это и есть общйй знаме- 

натель; дополнительные множители будуть: для первой дроби 
2%--1, для третьей 2—1: 

(22--1)—8=(22—1); дааа че --1; 
82=8; 2=1. 

Въ этомъ примЪрЪ для ‘освобождешя уравнея отъ знаме- 

нателей памъ пришлось откинуть общаго знаменателя 42*—1, 

т.-е. намъь пришлось об части уравнешя умножить на выра- 

жене 42—1, содержащее пеизвЪстиое; тогда слБдуегь убЪ- 

диться, не будеть ли найденный корень +=1 посторон- 

нимъ, т.-е. пе обращаетъ ли онъ въ 0 выражене 4—1, на 

которое намъ пришлось умножить об части данпато уравнешя. 

Подставивь 1 вмЪБсто х въ выражеше 42—1, мы получаемъ 3, а 
не 0. Зпачить, найденный корень не есть посторонши. И, дви- 

ствительно, данное уравнеше при 2=1 обращается въ тождество: 

11 
83 

ПримЪртъ 3. Знаменатели содержатъ неиз- 

въетное, при чемъ отбрасывав!е общаго зна- 

менателя вводитъ постороннйй корень. 

Освободивъ уравнеше оть знаменателей, получимъ: 
32—6--1=42—7, 324% 7-6—1; 2=— 9. 

Умноживъ обЪ части уравпевя на —1, пайдемъ: #=2. 

Такъ какь для освобождешя уравнешя отъ зпамепателей 

намъ пришлось умножить об части его на выражеше 2—2, 

1) Это уравнеше имБеть еще корень = со (см. $ 114) 
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содержащее пеизь$стное, то слЪфдуегь р»шить, не будеть ли 

пайденный корень постороннимъ. Подставивь 2 вм$сто 2 въ вы- 

разжеше х—2, получаемь 0. Изъ этого заключаемъ, что корень 

1=2 можеть быть постороннимь. Чтобы рёшить это 
окоичательно, падо сдЪлать подстановку: 

8 =>. 
о оо 

Въ такомъ вид равенство ничего не выражаеть, такъ какъ 
дВлеше на 0 певозможно. Значитъь рёшене х==2 является по- 
сторопнимъ для даннаго уравненя, которое совсБмъ не имфеть 

хорией. 

ПримЪръ 4. Уравненйе, приводящееея къ 
тождеетву. 

5 

6 

с 
а (2—30). пы 95 =. 

В 

По освобожденли отъ знаменателей, получимъ. 

За--22—150=5(#—30) 
или 52—150=5%—150, 

или 55—61=150—1650, т.е. 0=0. 

Это равенство есть тождество, т.-е. оно вёрно при 

всякомъ значен1и 5. Значитъ, данпое уравнен1е иметь 

произвольные корпи. 

Прим$ръ 5. Уравнен1е, приводящееся къ 
нелЪ$пому равенетву. 

По раскрытш скобокь и освобождеши оть знаменателей, 

находимъ: 

6%--42=152—562--84 

или 10%=102-[84, 

пли 105—105=84, т.-е. 0=84. 
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Такъ какъ это равенство невозможно, то уравиеше не иметь 
ни одпого корня. 

ТЛАВА ТУ. 

Система двухъ уравнен!й первой ете- 
пени съ двумя неизвЖетными. 

17. Нормальный видъ уравнен!я первой сте- 
пени съ 2 неизвъетными. Возьмемь для примфра 
слфдующее уравиеве- 

5 3 
222+ 3у—5) = (2+8) +10—9. 

Съ цфлью упростить это уравнеше, сд®лаемъ па немъ тоть же 
рядъ преобразовашй, какой быль указапь раныше для уравне- 
шя съ одпимъ неизвБетпымъ, а именио: 

1°. Раскроемь въ уравиенш скобки: 

42+ ву—10= оо. 

2°. Освободимь уравпеше оть знаменателей. 

325--48у—80=5х-+15--6у—24. 

3°. Перенесемъ вс члепы, содержание пеизвфетныя, въ лёвую 
часть уравнешл, а всБ остальные члепы въ правую его часть: 

322-48у—б2—ву=15—24--80. 

4°. СдВлаемъ приведеше подобныхъ членовъ: 

275-42 у=71. 

Если дашиое уравнеше съ 2 пеизвфотными есть уравнен!е 
1-ой степепи, то посл указанныхь преобразовашй опо приве- 
дется къ такому виду, при которомъ въ лЪвой части уравпешя 
находятся только 2 члена. одинъ съ пеизвъетнымь х въ первой 
степени, другой съ пепзвЪстнымъ у въ первой степени, правая же 
часть уравиешя состоить изъ одного члена, ие содержащато 
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пеизвЪотныхьъ. Такой видь наз. пормальнымъ видомъ 

уравпешя 1-ой степени съ 2 неизвфстными. Коэффищенты 

при г и у нормальнаго вида уравиешя могуть быть или оба 

положительныя числа, какь во взятомъ пами примЪрЪ, или 

оба отрицательныя числа (отого случая, впрочемъ, можно избЪ- 

жать, умноживъ вс$ члены уравнемя на —1), или одинъ — число 

положительное, а другой— число отрицательное; членъ, не с0- 
держа неизвфстныхь, можеть быть и положительнымь чи- 

сломь (какь въ нашемъ примВрз), и отрицательнымъ, и даже 

пулемъ. 

118. Неопредъленноеть одного уравнен1я ©ъ 

2 неизвЪетными. Одпо уравиеше съ 2 неизвЪстпыми 

допускаеть безчисленное множество ко рней. 

Для примфра возьмомъ такое уравпене: 

35—бу=2. 

Жоли вмБето одпого неизвьстнаго, напр., у, будемъ подета- 

влять произвольныя числа, напр., такя: 0, 1, 2, 3..., то посл 
всякой подстановки будемъ получать уравнеше, съ однимъ не 
извЪотпымь 2, рёшивъ это уравнеше, пайдемъ для х число, 

соотвтствующее взятой величин у. Если, напр., у=0, то 

получимъ: 32=2, откуда 2==; если у=1, то 32—6==2, откуда 

х=рЬ ит. д. 

'Уравнеше, имфющее безчислениое множество корней, назы- 

вается неопред$ лепнымъ. Одно уравнен!е съ 2 не- 

извфотными (будеть ли опо первой стеиепи или какой-нибудь 

иной) принадлежить къ пеопредфленпымъ. 

119. Система уравнен]й. Н»сколько уравнен!й съ н%- 
сколькими неизвзотными: 5, у, 2..., составляють систему 
уравнен1йЙ, если извзстно, что каждая изъ буквъ г, У, г... 

должна, означать одно и то же число для вебхъ урав- 

ненй. Если, папр., два уравненйя: 

22—5=3у—2 и 82—у=2у--21 

разоматриваются при томъ услов!и, что каждая изъ буквъ гиу 

А. Киселевъ. Алгебра, Е] 
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должна имЪть одинаковыя численныя значешя для обоихь 

уравненйй, то тавя уравнешя образують систему. 

Для показашя того, что данныя уравнешя образують си- 

стему, ихь обыкновенно пишуть одно подъ другимъ и слЪва 

оть нихъ ставять фигурную скобку: 

25—5=8у—2 
82—у=2у-+21. 

Ршить систему уравнеп1й значить найти вов 

числа, которыя удовлетворяютъ этой системЪ (корни 

уравнеп), т.-е. пайти всЪ числа, которыя, подставленныя 

въ данныя уравпешя вмфсто неизвЪетпыхъ, обралцають ихь 

въ тождества, 

Для рьшешя системы двухъ уравнений съ двумя пеизвзотными 

существусть ифсколько способовъ. Ве они имЪзють цзлью 

привести два уравпешя съ двумя пеизвзстпыми къ одному 

уравненйо съ однимъ пеизвЪстнымь или, какъ говорять, имвють 

цвлью исключить одно пеизв В стпое. 

120. Способъ подстановки. Возьмемь для примфра 

такую систему: 
82—5у==—16 

{ 10х-3у= 17 

(каждое уравненйе продварительно приведено къ нормальному 

виду). Желая исключить 2, поступимъ такъ: изъ перваго урав- 

неншя опредзлимъ х въ зависимости оть другого неизвЪетнаго 

у (для чего, конечно, надо члень —5у перенести направо и 

затЪмъ раздфлить обЪ части уравиешя на 8): 

5у—16 
о 

Такъ какъ второе уравнеше должно удовлетворяться тЪми же 

значенями неизвфстныхь, какъ и первое, то мы. можемъ- под- 

ставить въ пего выфсто х пайдениое для него выражене, отчего 

получимь уравнеше съ однимъ неизвфстнымъ У: 

2 
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Рьшимь это уравиешо: 
5(бу—16) 

1 Ки-М; 25/—80412у=68; 37у=148; уч; 

5у—16 
тотда: в 

Мы могли бы, предположивъ х найденнымь, опредфлить изъ 
одного уравновя у въ зависимости отъ фи полученное для У 
выражен!е подставить въ другое уравнеше. 

Правило. Чтобы рфшить систему двухъ уравненШ съ 2 
неизвЪетными епоеобомъь подетановки, опредфляють изъ какого- 
либо уравненшя одно неизвВетное въ зависимости отъ другого 
и полученное выражео вотавляютъ въ другое уравиен1е; оть 
этого получается одно уравпеше еъ однимь неизвЗетнымь; 
УБшивъ его, опродвляютъ это неизвЪетное; подетавивь найдев- 
306 чиело въ выражене, выведениое раньше для перваго неиз- 
вфетнаго, опредфляюту и это другое неизвБетное. 

Зам чан!е. Этогь способъ особенно удобень тогда, когда 
кооффищенть при исключаемомь неизвЪстпомъ равенъ 1. 

121. Способъ сравненйя. Пусть пмБемъ ту же систему: 

| = —16 
102-3у = 17. 

ЭЖелая исключить х, опредёлимъь это неизвфстное изь каждаго урав- 
леня въ зависимости от другого неизвфстнаго У: 

17—3у 
0 2 

5у—16 и, (1) 

Такъ кахъ въ обоихъ уравпешяхь неизвФотныя должны означать одни 
76 же числа, то мы можемъ полученныя для два выражен!я соединить 

зяакомь равенства (сравнить ихъ между ©0б0ю): 

5у—16 _ 17—39 
АИ ТЫ 

Откуда: 25у—80-=68—12у; З7у=148; у=4. 

Подставивъ это число въ одну изъ формуль (1) или (2), найдомъ 2: 

Ча ВЫ т 
Ве а в о 

э* 
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НеизвВстное 2 мы могли бы также найти, исключивъ способомъ 
сравнешя у. 

Правило. Чтобы изъ двухъ уравиеш в искмочить одио неизв отное 
по способу еравненя, надо изъ каждато уравневя опредЪлить одно и 

то же нензвЪотное въ зависимости отъ другого и полученныя два вы- 
ражешя соединить знакомъ равенотва» 

122. Способъ еложешя или вычитаня. Предио- 
ложимъ сначала, что въ дапной систем уравновйЙ (приве- 
депныхь предварительно къ пормальшому виду) коэффи- 

щенты при какомъ-нибудь одпомъ и томь зе пеизвъстномъ, 

напримЪръ, при у, будуть одипаковы. При этомъ могуть пред- 

ставиться два случая: или зпаки передъ такими коэффищен- 

тами разные, пли они одинаковые. Разсмотримъ одповременцо 

оба эти случая. Пусть, папр., данныя системы будуть тая: 

1-я система, 2-я система 

{ 72—8у=27 52--8у=81 

5=--2у=33 За--8у=95. 

Сложимь почленно уравневя первой системы и вычтемъ 
почленпо уравнешя второй системы: 

71а—2у=27 Бд--8у= 31 

52--2у=33 | —За8у =—25 

12% —60 2% =— 6. 

Такимъ образомъ, одно неизвЪстное исключилось. Изъ полу- 

ченныхъ уравиешй находимъ: 

60 
д=—==5 

12 

Ветавивъ въ одно изъ данпыхь уравнев1й вм$ото х`найден- 

ное для него число, пайдемъ у: 

7. 5—2у=27 | 5. 3--8у=81 

2 

9=4 у=2. 

Возьмемь теперь систему двухъь уравнешй, въ которыхь 
кооффищенты при одномъ и томъ же неизвбстпомъ неодина- 

ковы, напр., такую: 
7%--ву=29 

[ —5д-8у=10. 
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Мы можемь исключить изъ отой системы любое изъ двухъ 
неизвфстныхь. НапримЪръ, чтобы исключить у, предварительно 

ъпреобразуемъь уравнешя такъ, чтобы передъь у коэффищенты 

оказались одинаковыми. Чтобы достигнуть этого, достаточно 
06 части перваго уравиен1я умножить на кооффищенть при у 

во второмъ уравнеши, т.-е. па 8, а обЪ части второго уравненя 

умножить ца коэффищенть при у въ первомъ уравнении, т.-е. на 6: 

7«-ву=29 (на 8) — 562--48у=9за 
52--8у==10 (ца 6) 305--48у= 60. 

Такимъ образомъ, этоть случай всегда можно привести къ пер- 
вому. Посл эгого остается только сложить или вычесть пре- 
образованныя уравнешя. Въ нашемъ примЪрЪ знаки передъ у 

въ обоихъ уравнешяхь одипаковы, а потому для исключешя у 
надо уравиешя почленио вычесть: 

562--48у= 232 
305-=48у=— 60 

865 = 172; откуда #=2. 

Другое неизвф$стцое мы можемъ пайти или посредствомъ под- 

становки въ одно изъ данныхь уравневй вмЪсто х найденнаго 

для него числа, или исключивь изъ данной системы нсизвЪст- 

ное х такимъ же путемъ, какимъ мы сейчасъь исключили у. 

ЗамЪчан!е. Чтобы коэффищенты передъ у оказались 

не только равными, но и наименьшими, слёдуеть 
найти наименьшее кратное коэффищентовъ уу, т.-е. 

въ нашемъ прим5рВ 6-и и 8-и (это будеть 24), и умножить 06% 

части каждаго уравнешя на соотвфтотвующаго дополнительнаго 
множителя: 

7х--6у=29 (на 4) 28&--24у=116 

5&--8у=10 (па 3) 15%--4у= 30. 

Вычтя почленио уравненя, получимъ: 435=86, х==8. 

Правило. Чтобы изъ цвухъ уравневйй (приведенныхь къ 
нормальному виду) веключить одно пеизвфетное по способу 

сложешя пли вычиташя, падо сначала уравнать въ обоихь 



— 134 — 

уравнешяхъ коэффищенты при исключаемомь пеизвфетномъ, & 
потомъ сложить оба уравненйя, если зиаки передъ этимъ ие- 

извфетнымь разные, или изъ одного уравнешя вычееть по- 
членио рругое, еели знаки передъ некшочаемымъ неизвЪетнымь 
одинаковые. 

123. Для строгаго обосновашя способа сложен!я или вычитан!я дока- 
жемъ слдующую теорему. 

Теорема. Если въ системЪ уравнен!Й зам$нимъ ка- 

кое-нибудь одно изъ нихъ новымъ уравнен{емъ, которое 
получится отъ почленнаго сложен!я уравнен!й си- 

стемы, то получимъ другую систему, равносильную 

данной. 
Док. Пусть намъ дана система уравнен!й- 

А-В, =В, 4, = В; .. ©) 
Сложимъ почленно эти ‘уравненя: 

А+. ... = В+ВНВ,+... 
и этимь новымь уравнешемь замфнимъ какое-нибудь одно изъ данныхь 
уравненй, напр., 1-е; тогда получимъ другую систему: 

ААА, ... = ВВ В,...; 4. =В,; Аа = Ву... (2) 
Требуется доказаль, что системы (1) и (2) равносильны, т.-е. что он 

имВюгь одни и тБ же корни. Для этого достаточно убфдиться, что всё 

корни системы (1) принадлежать и систем (2), и обратно: вс кории 
системы (2) привадлежать и систем (1) 

Пусть система (1) удовлетворяется при х =а, у . Это значить, что- 
при этихь значешяхъ неизвфстныхь выражешя 4, А,, А»... дЬлаются 
соотвфтственно равными выражешямъ В, В„, В» ... Очевидно тогда, что 
при этихъ значешяхь неизвфстныхь сумма А--4,+4,-- ... дается 
равной суммё В+ В,-|-В,- ...; значить, эти значеня неизвфетныхъ 
удовлетворяють системф (2). Такимъ образомъ, всЪ корни системы (1) 

принадлежать и систем (2). 
Обратно, положимъ, что система, (2) допускаеть корни з =, у=/... 

Это значить, что при этихъ значеняхъ неизвфетныхь суммы А-+-4,--4,-+ .. 
и В+В,-+-В.-- ... дБлаются равными между собой, а также и выраже- 
шя А, и В,, А» и В, ит. д. Но тогда очевидно, чго при тхъ же значе- 
ыяхъ неизвфестныхь и выражешя А и В сдБлаются равными, т.-е. удовде- 

творится и система (1). Значить, всЪ корни системы (2) принадлежать и 
систем$ (1). 

Отсюда слёдуеть, что системы (1) и (2) равносильны. 

Замъчане 1-е. Прежде чБыъ скхадываль позленно уравнен!я дан- 
ной системы, можно предварительно умножить члены каждаго изъ вихъ, 
или только иБкоторыхъ, на кавя-нибудь числа, не равныя нулю, такъ. 

какъ посл такого умножешя получаются уравнешя равносильныя, 
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Въ частности мы можемъ, напр., члены какого-нибудь одного уравнешя 

или нФоколькихь уравненй умножить предварительно на—1; другими 

словами, мы можемь нФкоторыя уравнешя почленно вычесть. Если, 

напр., въ указанной выше ‘систем% (1) мы умножимъ на—1 члены второго 

уравнешя, а потомъ вс уравневмя сложимъ, то получимъ уравнене: 

АШ—А,-+ А+... = В-В.Вь+. 

которымъ мы можемь замфнить любое изъ уравненй данной системы. 

Замъчан1е 2-е. Способы подстановки и сравненя могуть быть 

разоматриваемы какъ сльдотвя изъ доказанной теоремы Похожимъ, напр» 

мы имфемъ систему: 

2#—Зу =Ти 52 - 7у = 17. (р 

Ее можно замзнить такою: 

+ ЗУ а. 
17, 

Ё (2) 

потому что уравнешя посльдней системы равносильны соотвзтотвенно 

уравнешямь первой системы. Вычтя почленно уравнения системы (2), мы 

можемъ, по доказанному, замфнить ее новою системой: 

1 3у 1+3 _ 17-Чу АИ, . 3 
ВИЙ 2 5 ы 

Преобразуя второе уравнеше системы (3), мы можемъ представить ее 

двояко: 

ВЕ $5 ри = 17 (способъ подстановки) 

ЗУ 1-3 

2 2 или = = и (способъ сравнен!я). 

ГЛАВА У. 

Система трежъ уравнен! первой ете- 

пени съ тремя неизвЗетными. 

124. Нормальный видъ уравненя первой 

степени съ 8 неизвфетными. Если вь уравнеши 

1-й степени съ 3 пеизвстными 2, уи 2 мы сдфлаемъ т8 же пре- 

образовал, кая были нами прежде указаны для уравнейй 

съ1и 2 неизвфотными ($9116, 117), то мы приведемь уравнене 

къ такому пормальному виду, при которомъ въ лЬвой 

части уравненя паходятся только три члена: одинъ съ <, другой 

съуи трей съ 2 (кооффищентами при этихь неизвЪстныхь 
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могуть быть числа и положительныя, и отрицательныя), а пра- 
вая часть уравнешя состоить изъ одного члена, пе содержащаго 
неизвЪстныхь. Таково, папр., уравнеше 52—3у 4#=—12. 

Одно уравнене съ 3 неизвфстпыми и система 2 уравненйЙ 

съ 3 неизвфстными допускають вообще безчислениое множество 
корней, потому что въ первомъ случа двумъ пеизветнымъ, 
а во второмъ-одпому пеизвфстному можно придавать иро- 
извольныя значешя, число которыхъ безкопечно велико. 

Система трехь уравнешй съ тремя неизвЪстными рЪ- 

шается т$ми же способами, каюе указапы выше для системы 

двухь уравнешй. 

Покажемъь примфнеше отихъ способовь на сифдующемъ 

примЪрв, (каждое уравиеве предварительно приведено къ 

нормальпому виду): 

32—2у-52=7 

125. Способъ подетановки. Изъ одпого уравнешя, 

напр. изъ перваго, опредЪлимъ какое-пибудь неизвфстное, 

напр. 2, въ зависимости отъ другихь неизвЪстныхъ: 

7-+2у—52 
=—.ы"==ы— 

з 

Подетавимь это выражене въ остальныя уравнешя: 

7-2у—52 
у И ау вв, 

Е 7-2у—5= 
Зу—4=—12. 3 у 

Мы приходимъ, такимь образомъ, кь двумъ уравнешямъ 
съ двумя неизвЪстпыми. 

Рёшивь ихь по какому-нибудь изъ способовъ, указанныхъ 

прежде, найдемь: у=3, г2=2; подставивъ эти числа въ выра- 

жене для х, выведенное раньше, пайдемь п это неизвЪстное: 

7+2 .3—5.2 
и Е 1. 
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128. Способъ сравнен1я. Изь каждаго уравнен!я опредфлимъ 
одно и то же неизвфстное въ зависимости оть двухъ другихъ неизвФот- 
ныхъ. Оть этого получимъ 3 выраженя дзя одного и того же неизв$ст- 
наго Соединивъ знакомъ = первое выражеше со вторымъ и первое съ 
третьимъ (вообще, одно изъ этихъ выражен! съ каждымъ изъ остальныхъ), 
получимь два уравненя съ 2 неизвфетными. 

7--2у—562 _3—4у4-82 _3у-4-42—12 И, 

Ту 523—482 42—62 _Зу42—12. 
3 ы Е] Е "> 5 

Рвшивъ эти два уравнения, получимъ. у=3, 2=2. Вставивъ эти значеня 

въ одно изъ трехь выражений, выведенныхь раньше для 1, найдемъ: 2=1. 

127. Споеобъ сложевнйя или вычитан!я. Изь 
уравпешй 1-го и 2-го исключимь какое-нибудь неизвфстное 

способомъ сложешя или вычиташя; оть этого получимъ одно 

уравпеше съ 2 нензвфстными. Потомь изъ уравнешй 1-го и 3-го 

(или 2-го и 3-го) тфмъ же способомъ исключимь то жене- 

изв стное; оть этого получимъ еще одно уравневе съ 2 

неизв стными. Пусть, напр., желаемъ исключить 2: 

1) 32—2у152=7 (на 8) 242—16у-+402-=56 
2) 72+4у—8=8 (паб) 35=4-20у—402=15 

} 5922 4у = 
1) 32—2у-52=7 (на 4) 125— 8у-+-20г=28 

3) 52 Зу—4——12 (на 5) 252-15у—202=—60 
372—23у —32 

Рёшимъ получепныя два уравнешя: х=1, у=3. Ветавимъ 

эти числа въ одпо изъ данныхъ уравненй, напримфръ, въ 
первое: 8 

3.1—2.8-52=71; 52=10; 2=2. 

ЗамЪчаве. Для исключеня одного неизвёстнаго мы 
брали въ этомъ примЪрЪ 1-е уравнене со 2-мъ, потомъ 1-е съ 3-мъ; 

во н%зть надобности держаться такого порядка.Можно взять 

1-е ур. со 2-мъ, потомъ 2-е съ 3-мъ; или 1-е съ 3-мъ, потомъ 2-е 

съ 3-мь, однимь словомь, надо взять какое-нибудь 
изъ трехъ уравнеп1й съ каждымъ изъ 
остальныхъ. 
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ГЛАВА \1. 

Система уравнен!й первой степени 
во многими неизвЪетными. 

128. Общее замЪчане. Рашене системы п ур. съ и 

неизвфотными состоить въ томъ, что посредствомъ исключея 
одного неизв стнаго приводятъ эту систему къ другой, въ ко- 

торой однимь уравнешемь и однимь пеизвЪстнымь меньше; 
изъ этой системы снова исключать одно ноизвфетпое, отчего 
получать еще одпимъ уравпешемъ и однимъ неизвфетнымъ 
меньше. Продолжають такое послЗдовательное исключеше до 
тВхь поръ, пока пе получать одпого уравпевя съ однимъ неиз- 

ВЪотнымъ. 

129. Способъ подетановки. Изъ одного уравневя 

опредляють какое-пибудь пеизвфстпое въ зависимости отъ 
другихъ неизвфслпыхь; получецное выражеше вставляють 
вмЪото исключаемаго неизвЪотнаго ръ остальныя уравпешя. 
Оть этого получають и—1 уравпеюй съ "—1 неизвЪотными. 

Съ этою системой поступають точно такъ же. Продолжають 
исключене неизвЪстныхь до тЪхь поръ, пока пе получится 

одно уравпене съ однимь неизвзстнымь. Рышивъ его, находять 

значенле этого пеизвЪстиаго. Вставивъ это значеше въ формулу, 
выведопную для того неизвЪстнаго, которое исключили въ по- 
слЪдшй разъ, получають значеше другого неизвЪотнато. Вета- 
вивъ оти два значешя въ формулу, выведенную для того неиз- 
вЪстнато, которое исключили въ предпосл$ дей разъ, находять 

значешс третьяго пеизвфстлаго. Продолжать такъ до тфхь 

порь, пока не будуть получены значевя вофхь неизвфотныхъ. 

130. Сповобъ сравнен!я. Изъ каждаго уравнешя опредьляють 
дне пеизвьетное въ зависимости оть остальныхь. Получають чакимъ 
оёразомъ для одного и того же пеизвьотнаго столько выражений, сколько 
урёхнений, положимъ я. Соединивъ звакомъ==одно изъ такихъ выраженй 
©0 зофми остальными, получають и—1 ур. съ я—1 неизвьетными. Съ этою 
сиеженою поступають точно также. 
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ЗамЪчан1е. НФть надобности соединять знакомъ == непремвнно 
одно и то же выражение со всБыи остальными: можно, напр. 
1-е выражеве соединить со 2-мъ, 2е съ 3-мъ, 3-е съ 4-мь и т. д. или 

какъ нибудь иначе; надо лишь заботиться о томъ, чтобы всё "—1 урав- 
нений были пезависимы одно отъ другого. 

181. Способъ сложен1я или вычитанйя. Беруть 
два уравнешя, папр., первое и вгорое, исключають изъ нихъ 
одно неизвестное способомъ сложешя или вычиташя (конечно, 

уравнявъ предварительно коэффищенты передъ исключаемымъ 

пеизвЪетнымь). Отъ этого получаютъь одно уравнеше съ и—1 

пеизвЪстными. Потомъ беруть одно изъ взятыхъ прежде уравие- 

зй, напр., в1орос, вмфетВ съ какимъ-нибудь изъ остальныхь, 

папр., съ третьимъ, и тЪмъ же способомъ исключають изъ нихъ 

то же пеизвЪстное; отъь этого получалоть другое уравневше съ 

п-—1 неизвзстпыми. ЗатВмь беруть одно изъ ране взятыхъ 

уравпешй, папр., третье, вмЪетЪ съ однимь изъ остальных, 
панр., съ четвертымъ, и исключають изь нихъ то же самое 

неизвЪстное; оть этого получаютъ третье уравнене съ 1 

неизвф$стными. Перебравь такимъ образомь вс п уравнешй, 

получають и—1 ур. съ и—1 пеизвЪелными. Оъ этой системой 

можно поступать точно такъ же, какъ и съ первой. 

ГЛАВА УИ. 

НъЪкоторые частные случаи всистемъ 
уравненИй. 

132. Разсмотримь нЪкогорые случаи, когда при рФшеши 
системы уравнений полезно отступать оть общихь премовъ. 

1 Случай, когда не вс$ неизв $ стныя вхо- 

дятъ въ каждое уравнент!е; вапр.: 

Въ этомь случаБ система рщается бы- 

стрЪе, чЬмъ обыкновенно, такъ какъ въ н%- 

которыхъ уравненяхь сами собой исклю- 

чены т$ или друйя неизвЪетныя. Надо 
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только сообразить, как1я неизвфстныя изъ какихъ уравненй 

слЪдуеть исключить, чтобы возможно быстрфе дойти до одного 

‘уравнешя съ однимъ неизвстпымь. Исключивъ въ нашемъ при- 

м$рЪ 2 изъ 1-го и 3-го ур. из изъ 2-го и 4-го, получимь два урав- 

нешя съ сиу: 

102—у-+32=5 49—55=6 

2у—32=—6 45—67, 8 

105—Зу=1 —62—6бу=—2 

х 1 
Рьшивь оти уравнен!я, найдемь: х=0, У—5. 

Теперь вставимъ эти значешя во 2-е и 3-е уравнешя: 

1. Введен:е вспомогательныхьъ неиз- 

_в Жстныхьъ. Иногда система уравнев1й иметь такой видъ, 

при которомъ она р$шается сравпительно просто посредствомъ 

введеня вспомогательныхь пеизвЪстпыхъ. Покажемъ это на 

слфдующихь трехъ примБрахъ. 

=”. 

ПримЪръ 1. 

Е 73 
+-=—-=- =’ 
бе Е 2 

а 5 т 
Ее аа Положимь, что } -=у 
у 2 6 у 

| И Вы 1 

а уса 6 ‹ 

Тогда получимь систему трехъ уравнений съ вепомогатель- 
ными неизвестными 5’, у’ иг’: 

Рьшивь эту систему, найдемъ: 

= - У=ь „-— 

| и. = ы в ау 2 8 
Откуда х=2, у=1, 2=8. 



32 
Дроби -, - ит. п. можно 

у 

разематривать, какъ произ- 

ы 1 1 
ведешяз.-, 2.- ит. д. 

г у 

И 
Поэтому, положивъ -=2',-=у и =, получимь: 

& у 2 

Изь этихь уравненй паходимъ: 
© за’ у’ =—18 

"=, у 2'=5, послф чего по- 
6х'—3у'— 2 =55 

ба’ ту =85 лучимь: 2—, у=2, 2=. 

т 7 

ВЕтВу6 ТБ Ву > 
Прим ръ 3. 4 т 

22--3у—5 бов ие 

Введемъ вспомотательныя неизвЪотныя: 

1 ИА 1 , = 

258 —5> ?бз—ву-+12 

Тогда получимь боле простую систему: 

Ту’ =1 

4%'—14у’=1. 

РЬшивъ эту систему т способомь уравнешя коэффи- 

щентовъ), пайдемъ: е=БУ =; слВдов.: 

-1 1 
2218 —5 2 г | э2-+зу—5=2 

1 1 Откуда: | 5 ву 

52 Ву 12 14 

2%--3у=7 ку Я 
или | бд—ву=2. Эта система даеть: 2==2, у=1. 



— 142 

1. Сложен1е и вычитание уравненай. На- 

примфръ: 

з+у=а Сложивь вс три уравненя, найдемъ сумму трехь 
у-+г=%  неизвфстныхь; вычитая изъ отой суммы каждое 
х-г=е. уравиене, найдемъь неизвфстныя отдЪльно: 

2(х-Ну-г)=а-НЬ-е; з-ну-+2 ан, 

ь ас в ыпнЕ ИИ ас 
2 2 2 

ГЛАВА УШ. 

Понят!е о споеобЪ неопред$ленныхъ 
множителей. 
(Способъ Безу 1) 

188. Система двухъ уравнев!Й съ 2 неизвзетными. , 
Возьмемъ такую систему въ общемъ видв. 

аа те. @) 
Умножииъ вов чдены одного уравненля, напр, второго, на, нёкотораго 

множителя т и затВмъ сложимъ его съ другимъ уравненлемъ: 
(а-а’т)2--®+Итуу=е-+ет (2) 

ЭЖелая опредфлить изъ этого уравневя 2, придадимъ множителю т та- 

кое значене, чтобы коэффищенгь при у обратился въ нуль Для этого 
надо для т назначить геличину, опредЪляемую уравненемъ. 

5--Бт-=0, откуда, т=— + . 

Тогда уравпеше (2) даеть 

РНЕ __оНет. 
(а-ра’туене-е’т, огкуда. те 

Вставимъ теперь на мЪсто т его значене — г 

[2 9—5 
НИ (- у) бути 

Зы о — Ш ^ 
И: т 

1) Французскй математикь ХУШ стольтая (1730—1183) 
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Для опредьленя у дадимь, т такое значене, которое въ уравнении (2) 
обратить въ пуль коэффищенть при <, т.е положимъ, что: 

а-нат=0, откуда т= — 5. 

Тогда, (6-Етду=е-+еть 

аа бет _ а] _ ае-а’ _ ас. 

и т и Чит 2 25 
аи (-у 

184. Система трехъ уравнен!й съ 3 неизвзетными. 
Пусть имъемъ систему трехъ уравнений. 

а 2+6 уе г=а4 
аз НГу+е Г (1) 
азс" 

Умножимъ всф члены одного ‘уравненля, напр , перваго, на неопредфлен- 

наго множителя т, & воь члены другого уравнешя, напр, второго, на 
пеопредьлениаго мпожителя ® и затЪмь сложимъ вов три уравненя: 

(ат-нат-на”)а--т--Ыт-НУ)у-(ст-нет-с")а=ат-нат-а” (2) 
Желая опредвлить =, выберемь для т и п тавя значеня, чтобы въ по- 

сльднемь уравнени коэффишенты при у и 2 обралились въ нули Тамя 
значешя найдутся, если ршимъ систему. 

{ т--Ит-'=0 
ст-рот с, 8) 

ат-ат--а" (4) 
ат рат-а” 

Такимъ образомъ, рышеше системы (1) трехъ уравнений съ 3 неизвьет- 
ными приводится къ рЪшению системы (3)двухъ уравнений съ 2 неизв стными, 

Перенеся въ уравненытхъ (3) чдены 5” и с” въ правую часть и поль- 
зуясь формулами $ 133, получимъ: 

(Ре) 
9 — 

= 

Тогда уравнение (2) даеть х= 

ДК (—86 _ вы" 
= ый 7 

Подставивъ эти выражоеня вь равенство (4), находимъ: 

и бе" ‚ 
ча + т" 

Раскроемъ скобки и умножимъ числителя и знаменалеля на $ — $ , 

о Че” — ие--а с — в” -а' с — 45, 

2 ау — ао а 7 
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Остальныя неизвфотныя можло найти тЬуъ же опособомъ, & именно 

для опредфлен!я у надо т и п выбраль такими, чтобы: 

ат-нат-ра”=0 4т--@т-- 4” 
ее" =0, Тогда у = Ирын-ну” ° 

Для опредфленйя 2 надо рышить систему: 

о, дт--@п--а” 

Фт-а-Ы”==0, ТОГАВ 2 = от-неньро” 

Выполнивъ это, получимъ: 
дате дите ато — Фиат — Фе 

Фей Еа”ь УИ ° 
д” 0а'6 — Фа" 4'0% , 
са" а ПА’ — 7. 

у 

ревет” Е 

135. Система я уравнен!й съ и неизвЪетными. Пусть 

вообще имфемъ систему ® уравнешй 1-В степени съ в неизвьогными. 

Умножимь кажя-нибудь ®—1 уравнений соотвфтотвенно па п—1 неопре- 

дфленныхь множителей: т, т» тз..' ти: и затВыь оложимь всё урав- 

нешя. Оть этого получимь одно уравнеше сь ® неизвъстными. Желая 

Затвмъ опредвлить какое-нибудь ноизвфетное, напр. х, придадимъ неопре- 

дфленнымь мпожителямъ таюл значения, чтобы коэффищенты при вовхъ 

остальныхь неизввстныхь обралились въ нули. Для этого придется р®шить, 

з—1 уравненй съ и—1 неизвфстными. Эту систему, въ свою очередь, 

можемъ привести къ системв п —2 уравнешй съ п — 2 ноизвьотными и т.д 

ГЛАВА 1х. 

Уравнен1я неопредфленныя и несовмЪ- 

етныя. 

186. Система, въ которой чиело уравненШ“ 

равно чиелу неизв5етныхь. Мы видфли, что вс 

способы рёшешя системы уравпешй первой стопепи, когда число 

уравненй равно числу неизвфотпыхь, приводять къ ршенио 

одного уравпешя первой степени съ одиимъ поизвфотнымъ. По 

такое уравнене, какъ мы видЪли на примрахъ ($ 116), иметь 

или одшо рёшене, пли безчислениос множество рёшешй (при- 

м®ръ 4-й указаниаго параграфа), или ни одного рёшешл (при- 

мфръ 5-й того эже параграфа). Поэтому и система ‘уравнешй 

первой степени, когда число уравиешй равно числу неизвЪст- 



— 145 — 

ныхь, допускаеть или одно рёшене, или безчисленное множе- 
ство рёшешй (неопредВленная система), или не иметь ни одного 
рёшешя (певозможиная система). Примфры системъ, допускаю- 
щихъ единственное рёшеше, мы уже имфли прежде; приведемъ 
теперь примФры системъ неопредфленной и невозможпой. 

25—Зу-+2=5 
Примвръ 1. | бу —4=—1 

9—4у—2е=9. 

Въ этой спотемЪ третье уравнеше есть слЪдствйе двухъ пер- 
выхъ. Въ самомъ дфлЪ, если члены перваго уравнешя умножимъ 
па 2, потомъ сложимь его со вторымъ уравнешемъ, то получимъ, 
третье уравпеше; слФдов., если два первыя уравцен{я удовлетво- 
ряются какими-цибудь зпачен!ями пеизвфстпыхь, то тБми же 
зпачешями удовлетворяется и третье уравнеше. Но первыя 
два уравцешя, содержа три неизвЪетныя, имфють безчисленнос 
мпожество рфшензй; значить, система пеопредвленна. 

Если стапемъь рЬшаль оти уравнешя, то неопредвленность 
обнаружится тЪмъ, что въ конц рыщешя вс неизвъстныя 
исключатся и получится равенство: 0=0. 

2=—Зу=14 
Примъръ 2. | а. 

Въ этой систем второе уравнеше противор& чить 
первому: если разность 22—8/у должна равпяться 14, то разность 
4;—6у, равная 2(22—3у), должна равияться 14.2, т.-е. 28, 
& пе 20, какъ требуеть второе уравнеше. Значить, предложен- 
пая система невозможна. Вели стапемь рёшать эти уравненйя, 
то невозможность обнаружится тёмь, чго получимъ нел%пое 
равенство. Тавя уравиешя наз. несовм $ стными. 

187. Система, въ которой чиело уравненй 
меньше числа неизв5етныхтЪ. Такая система или 

допускаеть безчисленное множество рьшешй, или не имфеть 
ни одного рёшешя. Пусть, папр., намъ дапа система 3 уравней 

съ 5 неизвфетными: 2, у, г, ги 5. Назначимъ для 2 неиэвЪетныхъ, 

папр., для и у, произвольныя числа и подставимъ ихъ въ данныя 
уравнен1я; тогда получимъ систему 3 уравнен!й съ тремя пеиз- 

10 А. Кисолевъ. Алнебра, 
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вВетными 2, ри о; рёшивъ эту систему (если ома окажется воз- 

можно и опред ленио1ю), найдемь значешя этих неизвфстныхъ, 

соотвфтствующя числамъ, взятымъ для 2 и у. Назпачивъ какя- 

нибудь друпя числа для х и у, спова пайдемъ соотвЪтслвующея: 

значеня для остальныхь неизвфстныхь. Такимь образомъ, 

каждой парф произвольно выбрамныхъ чиселъ для 2 и у пайдемъ 

соотвфтотвующя зпачешя остальныхь трехь неизвфетныхь; 

значить, всзхъ рёшешй можеть быть безчислониое множество. 

Можетъ случиться, что уравнешя системы окажутся песов- 

мЪотными; тогда система пе иметь пи одного рЪшеня. 

188. Система, въ которой число уравнен1й 

больше числа наизвЪетныхтЪ. Такая система можеть 

имЪть ршеще лишь при н»которыхь соотношешяхь между 

коэффищентами уравненй. Положимъ, напр., мы имфемъ си- 

стему 7 ур. съ.4 пеизвЪстными. Возьмемъ изъ вовхъ уравие- 

ый какя-пибудь 4 и рЬшимъ ихъ (если возможно); тогда мы 

найдемъ зпачешя для всЪхь 4 неизвЪстныхьъ. Подставимъ эти 

значешя въ остальныя 3 уравнея; мы получимъ тогда 8 ра- 
венства, которыя могуть оказаться невозможными. Въ этомъ 

случаЪ даппыя уравнешя несовм $ стны. 

Прим$ры. 
42—2у= в Рьшивь два первыя уравиевя, найдемъ: 

1) 72--4у=59 «=56, у=6. Ветавивъ эти значешя въ 3-е 

65—З3у=10 уравнеше, получимъ певозможное равенство: 

12=10; 

значить, дапныя уравнешя посовм$стны. 
-Ну=е  Изь двухь первыхъ уравнешй паходимъ: 

2) те--ту=р А сп Е вы 

ае--ту=8 апт” апт” 
Ветавимь эти выражешя въ третье уравпеше; тогда похучимъ 

слфдующую зависимость между коэффищентами: 

сп арт 

ат-4т`- пт 

Если коэффишепты таковы, что удовлетворяють этой зави- 

симости, то система, возможиа; въ противиомъ случаЪ уравнешя 

несовмВстны. 

7=5. 
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ГЛАВА Х. 

ИзелЪдован!е уравнен!й первой степени. 

1, Одно уравнеше съ однимъ неизвфстнымъ. 

189. Что значить изелЪдовать уравнен!е. 
ИзслФдовать уравнеше съ буквенными коэффищентами значить 
разсмотрьть вс особенные случаи, которые могуть предста- 
виться при рЬшеши его въ зависимости оть частныхь значешй 
буквъ, п уяснить зпачеше отихъ случаевъ для той задачи, изъ 
условйЙ которой уравпеше выведено. 

140. ОбшИЙ видъ уравнен!я и его рьшене. 

Мы видЪли ($ 116), что уравнеше первой степени съ 1 неиз- 

вЪотнымъ 2 послф падлежащихь прсобразовашй приводится 
къ такому нормальпому виду, при которомъ каждая часть урав- 
цен{я состоить только изъ одного члена, а именио: лёвая часть 
состоить изъ члена, содержащаго х въ первой стецепи, а правая 
часть-——изъ члона, не содержащаго х. Обозначимъ коэффищенть 
при 2 въ лЪвой части уравпепя буквою а и члень правой части 
уравиешя буквою 6; тогда нормальный видъ уравненя 1-й сте- 
пени съ 1 неизвЪетнымь будеть такой: 

ах=6. 

тдф а и © суть кавя-нибудь алгебраическ1я числа, пе зависящя 

оть 2. Раздёливъ обЪ части отого уравпешя на коэффищенть а. 

мы получимъь слфдующее едииственное рЬшене уравнешя: 

Раземотримъ теперь, какого рода рьшошя получаются изъ этой 

общей формулы при частныхь значешяхь входящихь въ нее 
буквъ. 

141. Положительное рьшен1е. Такое рышёше по- 
лучается тогда, когда числа, Биа одинаковыхъ зпаковъ, т.-е. 

оба они положительныя, или оба отрицательныя. 

10* 
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Положительное р  шен1е вообще показы- 

ваетъ, что предложенная задача возможна. 

Впрочемъ, иногда случается, что не вс В усломя задачи 

выражены въ уравнеши; въ этомь случа положительное рше- 

не можеть и‘не удовлетворять требовашямъ задачи, и задача 

окажется певозмозжкной. Приведемъ отому примЪрь. 

Задача. Общество, состоящее изъ 20 человфкъ, устроило 

сборъ съ блатотворительной цфлью, при чемъ каждый мужчина 

внесъ по 3 рубля, а каждая жешцина—по 1 руб. Сколько было 

въ этомъь обществв мужчинь и сколько жепщипъ, если весь 

сборь составиль 56 руб.? 
Искомое число мужчишь 2; число женщипь 20—2; сборъ 

со вофхь мужчинъ 32, съ женщиць 20—2; по условию задачи; 

32--(20—2)=55; откуда: з=1. 

Это рёшеше удовлетворяеть уравнению, но ие удовлетворяеть 
задач, такъ какъь по смыслу ея искомое число должио быть 
цфлымъ. Различе можду уравпешемь и задачею произошло 
здфсь оттого, что уравнеше выражаеть не вс требовашя 

задачи, а имено: въ немь не содержится иодразумвваемаго 

въ задач требовашял, чтобы искомое число было цв лымь, 

Предложениая задача невозможна. 

142. Отрицательное рЪшен1е. Такое рёшеше по- 
лучается тогда, когда числа 6 и а противоположныхь знаковъ, 
т.-6. одно изъ пихъ положительное, а другое отрицательное. 

Отрицательное рёшоше, удовлетворяя уравиешио, въ то же 

время удовлетворяеть и задач, если величина, выражаемая 
числомь 2, можеть быть нонимаема въ двухъ противо- 

положныхь смыслахьъ. Въ такомь случа отрица- 

тельное ръшеше озпачаеть, что эту величину падо брать въ смы- 

сл, противоположномъ тому, въ какомъ оца, берется при поло- 
экительномъ рёшени; такъ, если положительное рЫшеше озна- 

чаеть время посл иЪкотораго собыми, то отрицательное 

рЬшешо означаегь время раньше отого событя; если пер- 

вое означаеть разстояе вправо, то послдиее—разстояне 
влЪво оть пфкоторой точки, и т. п. 
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Если же величина, выражаемая числомъ 2, не можеть быть 
попимаема въ двухъ противоположныхь смыслахь, то отрица- 
тельное рёшен1е озпачаеть невозможность задачи. 

Задача 1. Отцу 40 лЬть, а сыпу, 10 лЪтъ. Черезъ сколько 
лЪть отець будеть въ 7 разъ сгарше сына? 

Обозначимь искомое число черезь 2. Черезь 2 лЪть отцу 
будеть 40-2, а сыпу 10-5 лЪть. По условию: 

40--2=(10--2)7; откуда; 2=—5. 

Если вопросъ задачи: «черезь сколько лЪть отець будетъ 
въ 7 разъ старше сыпа?» понимать буквально, то полу- 
чившееся отрицательное рёшеше надо истолковать такъ: невоз- 
можно, чтобы въ будущемъ отець когда-либо сдфлался въ 7 разъ 
старше сыпа. Но допустимъ, что, задавая вопросъ задачи, мы 
имфли цфлью опредфлить то время (тоть моменть времени), 

когда отець въ 7 разъ старше сына, независомо отъ 
того, рпроизойдеть ли ото событе вь будущемъ, или 

оно уже произошло въ п рошедшемъ. Тогда при рёшени 
задачи мы должны сдфлать 2 предположенйя: 

1) Положимъ, что отець будетьъ старше сына въ 7 разъ 
черезъ х лфть; тогда уравнене окажется то, которое мы 
выше составили; 

40-+=(10-з)т. (1) 

2) Положимъ, что отець быль старше сына въ 7 разъ 
сить тому пазадьъ; тогда уравнеше окажется другое: 

40—2==(10—2)7. (2) 

Не трудно видфть, что уравнене (2) можно получить изъ 
ур. (1), если въ (1) зам иимь 2 на —. Зпачитъ, можно сказать, 

что уравнене (1) соотвФтствуеть обоимъ предположешямъ, 

если только условимся, что положительное значене х озна- 
чаеть промежутокь времени, слВдующиЙ за настоящимь уомен- 

томь, а отрицательтое значеше означаегь промежутокь вре- 
мени, предшествующий настоящему моменту. Тогда, получивъ 
отрицательное рёшеше уравнешя (1), именно х=—5, мы должны 



— 150 — 

сказать, что отець быль вь 7 разъ старше сына 5 иЪтЪ 

тому назадъ. 

Задача 2. Два курьера Фдуть въ паправлеши оть М къ М 

(черт. 19); въ каждый часъ одинъ курьеръ прозжаетъ 15 верстъ, 

другой 12 верстъ. Первато замЗтили па стаицш А въ 12 часовъ 

дия, а второго видфли въ 2 часа того зке дня на стапщи В, от- 

стоящей оть А па 25 версть. Опредфлить мЪсто, гдз одить 

курьеръ догонитъ другого. 

'Изъ условйЙ задачи прямо не видио, гдЪ расположено такое 

м%сто: направо отъ В пли палЪво оть этой точки. Предположимъ, 

что курьеры сошлись паправо оть В, въ ифкоторой точкВ С, 

‚отстоящей отъ В па < верстъ. Первому курьеру оть А до С 

пришлось профхать 25-2 версть, па что ому попадобилось 
25-х 
- часовъ. Второму курьеру оть В до С пришлось прозхать 

Ея : 
< версть, па что ему понадобилось а часовъ. Изь условйЙ задачи 

видио, что число часовъ, въ течеше которыхь первый курьеръ 

профхаль оть А до С, больше числа часовъ, употребленныхь 

вторымъ курьеромъ па профздь оть В до С, на 2; поэтому: 

25-х 

15 а) 

Такимъ окажется уравпеше въ томъ случаЪ, если курьеры 
сошлись, какъ мы предположили, направо оть В. Посмотримъ, 
каково будеть уравиеше, если курьеры сошлись въ нЪкоторой 

точкВ С, лежащей пал%во оть В, на разстоянш 2 веретъ оть В. 

Тогда первый курьеръ прозхаль пространство оть А до С:, 

2 
т.-е. 25—х версть, въ часовъ; значитъ, столько часовъ 

прошло отъ момента, когда 1-й курьеръ быль на станши А, 
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до того момента, когда ошь догиаль 2-го курьера. 2-й курьеръ 
ео 

профхалъ путь оть С, до В, равный х версть, В 15 часовъ; 

значить, столько часовъ прошло оть момента, встр чи курьеровъ, 
до того момепта, когда, 2-й ирибылъ на, стапцио В' Но, по услов1ю, 

1-й курьеръ вызхалъ со станци А въ полдень, а 2-й курьеръ 

прибыль на стаищию В въ 2 часа дия (а вь промежуткЪ между 

этими моментами была ихь встрЪча); значить, сумма двухъ 
временъ: 

25—х 

15 

т 
чае. и —— час. 

12 

должна составить ровно 2 чава: 

(2) 

Легко замЪтить, что уравиеше (2) можно получить изъ ур. (1), 

если въ послфдиемъ 2 замЪпимъ на —2. ДЪйствительно, такая 

замфна даетъ: 

25-С2&2) — 25— ( 
=2, ИЛИ — 

15 12 15 

а это и есть уравиенйе (2). 

ЗамЪтивЪ это, мы можемь сказать, что уравиевше (1) вклю- 

часть въ себЪ и уравиеше (2), если только допустимъ, что буква х 

въ ур. (1) можеть означать ие только положительное число, но 
т отрицательное, Тогда уравнеше (1) одинаково соотвЪтетвуеть 

акъ тому продиоложешю, что курьеры сошлись направо отъ В, 
закь п тому, что они сошлись налЪфво оть В. Какое изъ этяхь 
цвухь предположешй иметь въ дЪйствительности место, мы 

твидимъ, рёшивъ ур. (1): если получимь положительное рзше- 

це, то будеть в5рио первое предполозжьенле, если получимь 
эгрицательное рёшеше, то будеть вЪрно второе предположеше. 

Рьшимь уравиеше (1): 

ны 
255 © 

15 12 
2; 100--4—5%=120; 4=20; д=—80. 
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Значить, курьеры сошлись пахЪво оть В въ точкВ Са, от- 

стоящей оть В ца 20 верстъ. 

Задача 8. Въ двухъ кошелькахъ было 100 руб. Выпувъ 

изъ` одпого $, а изъ другого $ депегь, паходившихся въ пихъ, 
замфтили, что въ обоихь кошелькахъь вмфств осталось 70 руб. 

Сколько было денегь въ каждомъ кошельк? 

Въ одномъ кошелькв денегъ х руб.; въ другомъ 100— руб. 

Когда изъ первато выпули $ его депегъ, то въ немь осталось $, 
когда изъ второго вынули $ его депегь, то въ немъ осталось 
$ (100—2); по условпо 

1-й 
= (100—2)=70. 52+; ( ) 

РЬшимь это уравнеше: 

35--400—45=420; откуда: —2=20; х=—90. 

Такъ какъ стоимость денегь въ кошелькв можоть быть только 

положительной (или нулемъ), то получившоееся отрицательное 

рьшеше озпачаеть невозможность задачи. 

ь 
148. Нулевое ршеве. Если въ формул =, число ъ 

сдфлается равнымъ нулю, при чемъ а не будеть равпо нулю, 
0 2 Е 

то 2 приметь видъ частиаго „, которое, по опредфленио длешя, 

должно равняться нулю. И дЪйствительшо, тогда уравиене 

ар=о пе можеть имфть пикакого ипого корпя, кромф 2=0, 

такъ какъ при 5=0 опо обращается въ равенство а2=0, которое, 
при а, пе равномъ пулю, возможно только, когда 2=0. 
Нулевое р шен1е вообще даетъ отвЪтъ 

па вопросъ задачи. 

Задача. Отцу 40 лЬть, сыпу 10. Черезь сколько лёть 
отець будеть въ 4 раза старше сыпа? 
Обозначивъ искомое число буквой х, получимъ: 

40--==(10 +24, 

0 
откуда: З2=0, 250. 
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Это рьшеше дасть отвфФть на вопросъ задачи: «въ настоящее 

вромя отець въ 4 раза старше сыша». 

ь 
144. Безконечное р5шен]е. Если въ формул з=- 

а 

число @& обратится въ нуль, то х представится подъ видомъ 

ъ 
частиаго б если при этомъ чиело В пе есть 0, то для 2 нельзя 

получить никакого числа ($ 39, 3°). Въ этомъ случаЪ уравнеше 

ах=ф принимаеть видъ равенства 0. =, которое не удовле- 
творяется пикакимъ числомъ, такъ какъ, какое бы число мы для 
2 ни взяли, произведеше 0. 2 всегда равно 0, тогда какъ число 
$, по условйо, пе равно 0. 

Невозможность удовлетворить уравнешю никакимъ числомь, 
копечно, озпачаеть и невозможность задачи, изъ условй которой 
выведепо ото уравнеше. 

Однако недостаточно сказать, что задача въ этомъ случаз 

невозможна; можно еще указать одно важное обстоятельство, 
которое мы сейчасъ объяснимъ. 

Зададимся вопросомъ: кая значешя будеть получать неиз- 

вЪетное, если стапемъ измЪиять услов1я задачи такъ, чтобы 

зпаменатель дроби, выведенной для х, не равнялся нулю, а 
только уменьшался бы по абсолютной величии, приближаясь къ 

нулю? Чгобы отвтить на этоть вопросъ, восмотримъ, какъ будеть 

измФняться величипа дроби, если абсолютную величину ея 

знамепателя стапемъ приближать къ нулю, а числителя оставимъ 
безъ перемфны. * 

Положимъ, что въ какой-пибудь дроби Р. абсолютная величина, 
4 

знаменателя принимаеть все мепьшя и мепышя значешя, на- 
примбрь, тая: 2, 35’ ке и т. д. Тогда абсолютная величина 
дроби получасть тавйя значенйя (если черезь р’ обозначимъ 

абсолютную величину р): 

й 
р р’ р’ —=10р’; ч-=100р’; --=1000р’; и т. д. 
5 1 к 

Отсюда видно, что если р’ есть число постоянное, не равное 
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д, р 
нулю (хотя бы и очепь малое), то абсолютная величина, дроби Е 

при пеограниченномъ уменьшеши ея знаменателя, все возра- 

стаеть и можеть превзойти какое угодно большое число. 

Это свойство дроби обыкновенно выражають такъ: дробь, 

у которой знаменатель равенъ 0, а числи- 

тель не равенъ 0, равпа безконечности . 

Фразу эту пельзя понимать буквально, такъ какь дробь 

перестастъ существовать, когда у пея зпамепатель 

обратится въ 0; фраза выражаетъ только то, что если если абео- 

лютная воличица знаменателя дроби уменьшается, прибди- 

жаяеь какъ угодно близко къ нулю, з чиелитель есть поетояи- 

пое число, не равное нулю, то абеолютная величина дроби 

безиредьльншо увеличивается. 

Свойство это письменпо выражають такъ: 

тдЪ знакъ со обозначаеть ‹ собою «безконечность». } 

Теперь мы можемъ сказать, что когда въуравнен!н 

ах= коэффиц1ептъ а обращается въ 0, при 

чемъ число 6 не равно о, то уравненп1е пол у- 

чаетъ «безконечное р$ё шен1е> (сэ); оно озна- 

чаетъ не толькото, что задача невозможна, 

но вм Ъст$ съ тёмъ и показывасть, что, по 

м$р$ приближен1я кЪ нулю знаменателя 

дроби, выведенной для <, абсолютная ве- 

личина х безпредъльно увеличивастся. 

Замъчане 1. Если знаменатель, приближаясь къ пулю, 
иметь одинаковый знакъ съ числителемъ, то дробь, увеличи- 
заясь безпредфльно, все время остается положительной; если же 

знаменатель, приближаясь къ пулю, имфеть зпакъ, противо- 

положный знаку числителя,-то дробь все вромя отрицательна, 

а абсолютная воличипа ея увеличивается безпредвльно. Пись- 

ъ‘менно это выражають такъ: 
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ЗамЪчан1е 2. Изь свойства дроби паходимъь также, 

= 
а 

что НЕ т.е. ели абеожютная величина знаменателя воз- 

растаегь безпредфльно, а чиелитель остается поетояннымъ, 
то дробь приближаетея какъ угодно близко къ пулю. 

Задача. Къ двумь окружностямь (черт. 20), у которыхь 
радтусы суть * ит; п разстояше между центрами 4, проведена, 
общая вифщияя касательная АВ. Опредфлить точку пересёчешя 
касательной съ лишой цеитровъ. 

А 

Черт. 20. 

Обозначимъ черсзъ 2 разстоян!е точки пересфченя до центра 
ближайшаго круга. Проведя изъ центровъ рад1усы кь точкамь 
касавя, получимъ два подобныхь прямоугольныхь треуголь- 
ника ОВС и О,АВ, изъ которыхъ имфемъ: 

2: (акта; теааг--гху 

а 4 
титр; а=——. 

тт 

Если предположимъ, что разность радфусовъ данныхь круговъ 
а» в 

е--Р У 

безпредфльо увеличиваться, т.е. точка пересфчешя будеть 
пеограплченно удаляться оть центра ближайшаго круга, и об- 
Щая касательная АВ будеть все боле и болфе приближаться 
кь параллельшости съ линей: цептровъ; когда т; сдфлается 
вполнЪ равным г, тогда разность ".—т обратится въ нуль п 
для 2 получится «безконечное» зпачеше; въ этомт/‘случаВ точки 
пересфченя совсЪмь не будеть, такъ какъ общая касательная 
окажется параллельной лишш центровъ. 

уменьшается, приближаясь къ, пулю, то дробь 
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145. Неопредвленное «„рЪшене, Если вь фор- 

ъ 
мулБ 2=- каждое изъ чисель ап ь сдЪлается равпымъ нулю, 

а 

о 
то х представится подъ видомъ частнаго б' Это частное, по опре- 

дьленпо дфлешя, равняется какому угодпо числу ($ 39,2°); поэтому 

0 : 
выражеше о наз. неопред $ лепнымъ. И дЬйствительно, 

уравиоше ах=ь въ отомъ случа принимаеть видъ равепства 

0. х=0, которое остается в5рнымъ при всякомъ значеви з. 

. 0 
Итакъ, р шен!е = служить признакомъ, 

что уравнен!е и задача неопред$ленны, 

т.-е. допускають безчисленное множество рёшешй. 

Задача. Отцу 40 лЬть, сыпу 10. Черезъ сколько лЪтЪ 

отецъ будеть на 30 лёть старше сына? 

40-х=10--2--30; 40-Е2=40-5. 

06% ласти уравпешя тождественны, и поэтому 2 можеть имёть 

произвольныя зпачешя, т.-е. задача, пеопредЪленна. РФшая это 

уравненйе по общему прему, получаемъ: 
0 

2—1=40—40; 2(1—1)=0;0.5=0; < с 

146. Кажущаяея неопредёленность. Выражеше 

0 
р бота получается оттого, что числитель и знаменатель дроби 

не сокращены на пфкотораго множителя, который обращается 
въ пуль при частныхь значешяхь буквъ. Пусть, напр., мы 

зыволи, что изкоторая величииа.у бпред®ляется въ зависимости 

оть другой величины 2 слЗдующей формулой: 

, ао 9) 
8 23 

©) 

Дробь, стонщая въ правой части отой формулы, сокращается 

на 2—3, если только д = 3 (такъ какь‘при я=8 разность 5—8 
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обращается въ 0, а на 0 дфлить невозможно). СлЪд.„мы можемъ 

сказать, что при вефхъ зпачешяхь х, пе равныхъ 3, 

величипа у опредфляется боле простою формулой: 

у=е--3 (2) 

такъ какъ при такихь значешяхъ х равенство (2) вполн® тожде- 

ственно равенству (1). Но при 2=3 эти два равенства, пе тожде- 

ственпы: даниое равенство (1) прицимаеть неопред $ лен- 

0 
пый видь: у тогда какъ равенство (2) даетъ опредЪленное 

число: у=6. Зпачить, формула (1) опредфляеть величину у 
не для воЪхь численпыхь значенй х, а только для такихъ, кото- 

рыя больше или меньше 3. Чтобы опредфлить величипу у'и для 

зпачея 2==3, падо къ формул (1) добавить еще ваков-нибудь” 
дополпительное услов!е. Каково это услове, это завиеить оть 

особенностей того вопроса, при рёшеши котораго мы вывели 

формулу (1). Напр., быть можеть, вопрось требуетъ, чтобы 

величина у опредЪлялась такъ: 

2—9 
если 2 56 3, то ИН 

#—5. 

а если 5=8, то у=0 

(посл диее услове и-есть дополнительное). 

Если никакого особаго дополнительнаго услов{я не высказано, 
то обыкповенно подразум вается, чтобы и при г==3 (мы говоримъ 

о пашемъ примЪрЪ) велищина у выражалась тою 

же сокращенной формулой (2), которою 

она выражается при всфхъ значен1яхъ х, 
не равныхь 3, т.-е. тою формулой, которая получается 
пзъ данной дроби (1) посл ея сокращешя на множителя 2—3 
(эта формула при 2=3 даегр, ув) *): 

1) Очень часто дополнительное услов!е состоить въ томъ, чтобы при 
тоиъ значеши 2=а, при которомъ дробь, выражающая величину у, прини- 
масть неопредфленный видъ, эта величина равнялась предФлу, къ 
хоторому дробь стремится, когда 2 неограниченно приближается къ а. 
Вообще говоря, этоть предфлъ и есть то значене, которое при 2=а при- 
нимаеть дробь посл сокращен{я на множителя х—@ Такъ, въ на- 

шемъ примфрф этотъ ‘предфль есть 6. 
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Если дополнительное услов1е подразумЪ вается именно такое, 
О. 

то въ такомь случаф говорять, что полученное выражен © 

представляеть кажущуюся пеопредзленность, и за истин- 

ное значен1е дроби прицимають то опредфлепиое ея зна- 
чеше, которое получается посл сокращешя дроби па множи- 
теля, обращающатося въ нуль. Найти такое значеше значить, 

какь припято говорить, раскрыть истинный смысль 
даниаго неопредълениаго выражешя. 

147. Результаты изелЪдован1я. Для ясности выпи- 
шемъ вс результаты, пайдепиые пами при изслВдовани, въ 

слЪдующей таблиц: 

Уравнеше: аз=5; формула рёшешя: с 

9-20 а=0 

1) Положительное рёшене | 4) Ни одпого рёшешя (р®- 
(Би а одипаковыхь знаковьъ). шен1е безкопечиое == -== 

2) Отрицалельное рЪшеше 5) Безконечное мпозжество 

(6 и аразныхъ зпаковъ). ршешй (пеопредвленпое р%- 
$ 0. 

щен1с &= . 
3) Нулевое ршеше (6==0), 

148. Задача о курьерахъ. Въ заключеше этой статьи 
приведемъ изслздован1е задачи о курьерахь, въ которой вто- 

рично прослЪдимъ значеше воъхъ случаевъ рёшеня, раземотр$н- 

ныхь выше. Эта задала въ числениомь вид была рЪшена раньше 

($ 142, зад. 2-я). Предложимъ топерь ее въ общемъ вид (см. 

чертеж па трал. 150). у 
Два курьсра Ъдутъ въ паправлен1и оть М 

къ №; одинъ курьеръ въ каждый часъ про- 
Ъзжасть о воерсаъ, другой % верстъ, По- 

сл дияго вид ли на станц1и В спустя № ча- 

совъ посл того, какъ перваго зам тихи 

на станции А, отстоящей отъ В на 4 верстъ. 
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Опредф лить мВ сто, гдВ одинъ курьеръ дого- 
нитъ другого (буквы о, 01, Ви 4 суть ариеметичесвя числа). 

Такое мото могло паходиться или направо оть В, или на- 
лЪво оть В (при чемъ въ послЪднемъ случа оно могло лежать 

или между Аи В, или налво оть А). Предноложимь первое и 

обозпачимь черезъ < разстояше отъ точки встр$чи С до станщи В. 

Курьеру, Бдущему со скоростью о версть, пришлось оть А до С 

прозхать 4-Е версть, на что ему потребовалось и часовъ. 

Курьеру, Бдущему со скоростью %:, пришлось оть В до С про- 

Зхать 2 версть, па что ему потребовалось ; часовъ. Изъ условЙ 

задачи видио, что у 

—-—=4. (1) 

Предположимь теперь, что курьеры сошлись въ н%®которой 
точкВ С, лежащей между А и В на разстоянйи < версть оть В. 

Тогда первый курьеръ оть А до С, пробхаль 4—< версть въ 
98— 
—;  часовь, второй курьерь оть"С; до В пробхаль = версть 

2 , 
въ - часовъ; изъ условлй задачи видно что сумма отихъ времепъ; 

1 * 

должна равияться № (см. объяспеше въ $ 142, задача 2): 

42 
—+- =. (2) 
Ф 91 

Наконець, допустимъ, что курьеры сошлись въ точк® С», лежа-- 

щей палЪво отъ В па разстоянш <, превосходящемъ разстояе АВ, 

Т.-с. число 4. Тогда первый курьеръ отъ С. до А провхаль 2—4 

часовъ, а второй оть С, до В профхаль х вер. 
= 

версть въ 

2 ин = 
въ— часовъ; изъ услов задачи видно, что — должно,быть бол%е 

9: я 

— на Ц, т.-о. 
р 



вы (8) 
я 9 

Сравнивая получивийяся три уравнешя, мы прежие ‘всего 
замЪчасмъ, что уравневе (3) одинаково съ уравпешемь (2), 
такъ какъ его можно преобразовать такимъ образомъ: 

2 —а_ 2 ( = хх аз 
®; и - в; 

1 Ф "я Ф РА р) 

а въ этомъ вид опо отличается оть уравнешя (2) только поряд- 

комъ слагаемыхъ въ лЪвой части. Дале мы замЪчаемъ, что 

изъ уравненя (1) можно получить уравиеше (2) [слЪд., и уравне- 
не (3)], если въ пемъ зам$нимъ д па —2. Поэтому мы можемъ 

сказать, что уравпеше (1) включаетъ въ себЪ и уравпешя (2) 

и (3), ссли только допустимъ, что буква х въ этомъ уравнеши 

можегь быть числомъ и_положительнымъ, и отрицательнымь. 
Если, р-шивъ уравнеше (1), мы получимъ положительное число, 
то это будеть значить, что курьеры сошлись направо отъ В, 
если же получимъ отрицательное ршеше, то ото покажеть намъ, 
что курьеры сошлись палфво оть В, при чемъ точка ихь соеди- 
нешя окажется лежащей или между А и В, или налЪво оть А, 

смотря по тому, какъ велика абсолютная величина я: мепьше ли 4, 
или больше 4. 

Рьшимъ уравнеше (1): 

ааа тара; (6—9) = — 491; 

1—4: 11(0— 4) 

ик =. 9—9 р 

Разсмотримъ теперь всБ различные случаи, которые могуть 

представиться при различныхь численныхь значешяхъ буквъ 

9, 01, Ви 9. 

1. Положительное р шеп1е будеть тогда, когда 

%#>а и ®:>а, или тогда, когда о№<4 и %,<5. Оно означаеть, 

что курьеры сошлись направо оть В. Что ото дЪйствительно 

такь, видшо изъ слфдующихь соображенй. Произведене % 

означасть прострапство, которое прозхаль первый курьерь 

въ й часовъ; значить, оно показываеть, па какое разстояне 
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этоть курьеръ удалился оть сташши А до того момента, когда 
второй курьеръ быль замфчень въ В. Если %й)>4, то изъ этого 
выводимъ, ч1о, когда второй курьеръ быль въ В, первый уже 

профхаль оту станц!о, и такъ какь при этомъ 91>>0, то очевидно, 
что второй курьеръ догопитъ перваго гдЪ-пибудь за станщей В, 
& не раньше. Точпо такъ же если ой<@, то это зпачитъ, что 

когда второй курьеръ прЁБхалъ въ В, первый еще пе дозхаль 

до той стапши, и такъ какъ при э1омъ 9,<, то очевидно, что 
первый курьеръ догопить второго гдБ-нибудь направо оть В, 
а не раньше. 

2. Отрицательное р$ шен!{е будеть тогда, когда 
®>4, по т1<®, или же тогда, когда < а, но ®1>0. Это рёшене 

показываетъ, что курьеры сошлись палЪво оть станщи В (между 

Аи, если абсолютная величина х меньше 4, и палфво оть А, 
если абсолютная величина 2 больше 4). И дфйствительно, при 

допущенныхь условяхъ курьеры должны были сойтись нал во 
оть В, какъ это видно изъ слБдующихь соображешй. Если 

>94, то второй курьеръ находился въ В тогда, когда, первый 

уже профхалъ эту станцию, и такъ какъ при этомъ ‚<, то второй 

курьеръ не можеть догиать перваго за стапщей В, а сошелся 
съ нимъ гдЪ-нибудь раньше. Также если %<а, то второй курьеръ 

быль въ В, когда первый еще не дофхаль до В, и такъ какъ при 
ЭтомЪ 91)>о, то очевидио, что встрёча произошла палфво отъ В. 

3. Нулевое р%шент1е получится, когда 9й=4, но 

9150. Въ этомъ случаЪ курьеры сошлись па станщи В. 

4. Безконечное р$шенте получится, если 44, 

&11=0. Въ отомъ случа курьеры не могли догнать одинъ дру- 
того, потому что оба опи дуть съ одинаковой скоростью, а когда 
второй изъ нихьъ быль въ В, первый или не дофхаль до этой 

станщи, или уже проЪхалъ ее. 

Безкопечное рБшеше еще означаеть, что если» пеотраниченно 
приближается къ равенству съ 01, то место соединешя безпре- 

лЬльно удаляется отъ В. 

5. Неопред$ ленное р$шен!е получится, если 

8—4 и 91 =0. Въ отомъ случа каждую точку пути можно считать 

за точку соедипешя, такъ какь курьеры все время Фдуть вмЪсть; 

А. Кпоелеръ. Аигебра. и 



— 162 — 

другими словами, задача при этихъ предположешяхь становится 
неопредз лепной. 

2. Система двухъ уравненй съ двумя неизвЪстными. 

149. Обийя формулы. Мы видЪли ($ 117), что урав- 
ненше 1-й степени съ 2 неизвЪстпыми посл падлежащихь пре- 

образовашй можеть быть приведепо къ такому пормальному виду, 
при которомъ въ лЪвой части уравнен1я находятся только 2 
члена: одипъ съ пеизвЪстнымъ (въ первой степени) и другой 

еъ неизвфетпымь у (въ первой стопепи), правая эке часть урав: 

нешя состоить изъ одного члена, ие содержащаго пеизввстпыхъ. 
Обозначивь коэффищенты при х и у соотв тственио буквами 

аи и членъ, пе содержаний неизвЪстныхь, буквою с, мы 
можемь нормальный видъ уравиешя 1-й степепи съ 2-мя неиз- 
вЪотными представить такъ: 

ах--ву=с, 

тдЪ а, Ви с озпачають каюя-пибудь алгебраическая числа. 

Поэтому систему 2-хъ уравиешй 1-й стецепи съ 2 неизвЪетными 

мы можемъ въ общемъ видВ изобразить такь: 

аз Фу=е 
а’х-у=е. 

Рьшимь эту систему одпимъ изъ способовъ, указаиныхь 
раньше. Примфиимъ, папр., способъ сложешя или вычитаня, 

Умпоживъ члены перваго уравненшя на 6’, а члены второго 
на ь, вычтемъ второе уравиене изъ перваго: 

а’з-Н’у=Ф’ 
—а—Щ'у=—еЪ 6'—сЪ 

С ы 7 7 (’— аби о* а’—а'Ъ 

Умпоживъ члены перваго уравнешя па а’, а второго на а, 

вычтемь уравпешя почленио: 

аа’х-НФа’у=са’ 
—аа'5—Ъ'ау=—с'а са’—с'а 

ба’’аунев’—о’а’ а. 
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Зпамепателей обфихь формуль можно сдВлать одинаковыми, 

если оба члена дроби, полученной для у, умножимъ на —1; 

тогда получимь слфдующя общ1я формулы: 

сб’ —с'6 

150. Способъ сосотавлен1я общихъ формулъ. 

Полезно запомнить, какь можно составить формулы для не- 
извфетныхъ, не прибЪгая каждый разъ къ ихъ выводу. Знаме- 

палель 46’—а’Ъ, одинаковый для обфихь формуль, составленъ 

изъ коэффищентовъ: 

(. Г) „><, 
перемножен1емъ ихь кресть-пакресть, при чемь одно произ- 
водеше взято съ --, другос съ —. Числители формулъ полу- 

чалотся изъ зпамопателя замфиою въ пемъ коэффищентовъ опре- 
дЪляемаго неизвфотнаго соотвЪтотвенио свободными членами 
сис’. Чтобы получить, папр., числителя формулы =, падо въ зна- 

меналелв 0ф’—4'5 замВиить иксовы коэффищенты а ‘и а’ 

соотвЪтетвенио па си с’; оть этого получимь: %6'—с'Ъ. 

151. ИзелЪдован!е. Разсмотримь 060б0 слФдующе 
2 случая: 

1. Общий знаменатель 4’—0'6 пе равенъ 

нулю. Въ отомь случа для каждаго неизвстнаго получается 
единственное рф шец1е, которое можеть быть поло- 
жительнымь, отрицательнымь и равнымь нулю. О значент 
этихь рёшешй здЪсь можеть быть сказано то эке самое, что гово- 

филось при изелФдовани одного уравиешя съ однимь пеиз- 
ВБОТНЫМЪ. 

ПП. Общ: Я знаменатель а5'—а’Ъ равенъ пулю. 

Предположимь, что при этомъ ни одипъ изъ коэффищентовъ: 

в, @',Ъ, 5’ пе равепъ пулю. Докажемъ, что тогда: 
г. Если одпо пеизв $ стное представдяет- 

0 
сяподъ видомь ‚то и другое неизв $ стное 

представляется подъ тёмъ же видомъ. 
11 
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0 
Пусть, папр., 0: Для отого нужно, чтобы 

6’ =с'Ъ 

аф’=а’Ъ. 

Перемноживъ эти два равепства кресть-пакресть (если равныя 
помножимъ на равныя, то...), нандемъ: 
%'а’Ъ=с’фаф'; откуда: 6'а/—с' 6—0, или Ш (а'е—ас')=0, 

Такъ какъ числа 5 и Ъ’ не равиы пулю, то послЪдиее равенство 
0 возможно только тогда, когда а’с—ас'=0; по тогда и = 

о , Также если допустимъ, что 9 т.е. ао’=а’с и а’=а’Ъ, 

то, перемпоживъ эти равенства крестъ-пакресть, найдомъ: 
ас'а’Ъ=а’саь’, откуда аа’(с1—%')=0. Такъ какъ числа ана’ 
не равпы 0, то послфдиее равенство даеть: с—4'=0, а тогда 

па 5. 

2. Если одно неизвфстное представляется 
т подъ видомъ 5’ ГАЗ то, то и другое пеиз- 

п в стиое представляется подъ видомъ б' 

0 гд Ъ п70. ДЪЙствительно, если бы оно приняло видъ б' тои 

первое пеизвЪстное, по доказанному, имфло бы тоть же вВиДЪ, 
& мы предположили, что этого нётъ, 

+ 0 0 Рышешя: 2=с иу= озпачають неопред $ лепность 

задачи. ДЬйствительно, умноживъ всф члены перваго уравненя 
на 6’, а члены второго на 6 (что можно сдфлать, такъ какъ числа" Ъи 5’ по предположению, пе равны 0), получить: 

аъ'&-НЪ’у=е’ 
а'6 5-5 бус. (А) 

о 0 
Если = п у то а’=а’6, 6'=с'Ъ; тогда два, уравне- 
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зая (А) представляють собою одно уравнен{е съ 3 не- 

извЪетными; а въ отомъ случаВ неизвБстныя могуть имфть без- 

численное множество значешй ($ 118). 

ь т ® 
Рьшешя: а п т означаюгь песовм $ стпость 

уравнен!й. Въ самомъ дВлЪ, если 0ф’=а’5, а 65'’2с’Ъ, то лВвыя 
части уравиешя (4) имфють одинаковыя численныя величины, 

а правыя—разныя; зпачить, оти уравнешя несовм$стны, и задача, 
‘невозможна. 

Изъ сказаннаго заключаемъ: система двухъ уравне- 
н1й первой степени съ 2 неизв  стпыми 

допускаеть или одпо опредВленное р%- 

шен1е, или безчисленное множество р%- 
шен{!й, пли же ни одного р%ёшен1я, 

152. Случай, когда нвкоторые изъ коэффищентовъ 
равны нулю ВъЪ эгомъ случа не сдфдуеть полагаться на, обиёя фор- 

мулы, выведенныя для неизвфстныхъ, а должно подвергать каждый случай 

особому изелВдованию. Положимъ, напр, что оба, коэффищента при одном 

и томь же неизвфстномъ равны пулю. Пусть $=У==0, тогда а/—а/0=0 и 

6'—0'5=0, и общя формулы дають 2 -5, = ‘или 5, смотра по тому, 

будеть ли ас’ не равно или равно а’с. Уравнения же въ этомъ случа даютъ 

аз--0 у=е в 

откуда: р 
==> 

а аз--0 уно 
К с г 

Если а” не равно «ето „ не равно „> и уравнешя невозможны, по- 

тому что для = получатся два различныя значения; между тЪмъ, въ этомъ 

случа формулы кля неизвфстныхъ дають: 2: о у= 5. Если же ас’=а’е, то 

Га р, 
"= 2; тогда, для = получается опредфленное рёшеше, а у можеть имфть 

всевозможныя значешя, хотя обшая формулы въ этомъ случаБ даютъ: 



ОТДЬЛЪ М. 

Степени и корни, 

Г] ЗАТ. 

Основныя свс тва возвышеня 
въ етепень. 

158.Опред$лен1я. Произведен е п одинако- 
выхъ сомпожителей а наз. пою степенью 

числа а. 
Такъ, произведеше 2. 2. 2 (равпое8) есть 3-я степень числа, 2; 

произведение (—3)(—8) (равное --9) ость 2-я степець числа, —3; 
произведене, 1№. Ч...) (равпое Ч») есть 5-я степень числа 1/.. 

Вторая степепь паз. ипаче квад ратомьъ, а третья — у 

бомъ. 
Дйств1е, посредствомъ котораго нахо- 

дится пая степень числа а, паз. возвыше- 
н1емъ числа а въ п-ую степень. 

п-аял степень числа а обозпачаотся такъ: а". Изъ опредвлешя 
видно, что это выражеше равносильно произведенцю п сомно- 
жителей: а. а. а.... а. 

Повторяющйся сомнозжкитель (а) паз. оспован1емь сте- 
пепи или возвышаемымъ числомь; чиело (и) одинако- 
выхъ сомножителей, наз. показателемь стенени. 

По смыслу опредфлешя видно, что показатель степени есть 
число цфлое положительное. 

Впрочемъ, ради обобщеня условно допускалоть степени е5 
показателемь 0 п степени съ отрицательными показателями; 
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отимъ показателямь, какъ мы видЪли ($ 68), придають олздующий 

смысль: 
т 

1) выражеше а” означаеть частное -, и, слФд., оно равио 1; 
а 

т 
2) выражеше а” означаеть частпое пря и, елзд., оно равно 

1 
дроби —,- 

в 
Впослдотви мы введемъ еще понят!е о дробныхь показателяхь 

154. Правило знаков. Мы видфли ($ 35), что про- 

изведен!е, въ которое входять отрицательные сомножители, 

оказывается положительнымъ въ томъ случа, когда число та- 

КИХЬ сомножителей четное, и отрицалельнымъ въ томъ 

случаЪ, когда число ихь нечетное. Примфняя это свойство 

кь произведенно одипаковыхъ сомножителей, т.-е. къ степени, 

мы находимъ слБдующее правило знаковъ: 

отъ возвышен1я отрицательнаго числа 

вЪ стелешпь получается положительное 

число тогда, когда показатель степени - 

число четное и отрицатольное число 

тогда, когда показатель степени число 

нечетное. 

Такъ: (—5)=(—5)(—5)=-Е25; (—2)=(—2)—8)—2)=—8; 
ЕТ. п.. 

Конечно, отъ зозвышешя положительнаго члена и въ четную 

п вь нечотную степепь получается положительное число. 

155. Возвышен!е въ степень произведен1я, 

частнаго и степени. Это возвышене выполняется со- 

тласно слЪдующимь тремъ теоремамъ. 

Теорема 1-я. Чтобы возвысить въ етепевь произведеше, 

двотаточно возвыевть въ эту степень каждаго сомножителя 

тАВлЬьно, 

Какь оту теорему, такъ и двЪ послЪдуюйя, мы сначала 

докажемь въ примёнени только кь положительнымь показа“ 
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телямъ, а затмъ обобщимъ ихъ па показателей отрицалтельныхь 

и нулевыхъ. 

Пусть требуется найти (абс), т.-е. требуется возвысить про- 
изведене абс въ квадратъ. Это зпачитъ, что требуется абе умно- 

жить на абс. Такь какь произведеше адс есть одночленъ, а при 

умноженш одпочлеповь показатели одинаковыхь буквъ склады- 
валотся, то 

(афе)з = (афе)(афс) ай тот азс, 

Вообще, если п есть цлое положительное число, то, согласно 

тому ке правилу, будемъ нить: 

(або = (абе(аье) Ноя оля», 

Теорема 2-я. Чтобы возвысить стенень въ етепень, до- 

етаточио перемвожать позазателей этахъ степеней. 

Пусть, папр., требуется возвысить а? въ кубь, т.-е. требуется 

найти произведеше а*.а?. а”. При умножеши показатели 
одинаковыхь буквъ складываются; поэтому: 

(ааа ааа 

Вообще, если и есть цВлое положительное число, то 

етеатато, пене повт, 
Теорема 3-я. Чтобы возвысить въ степень ‚дробь, ро- 

статочно возвысить въ эту степень отдьльно чиелителя и зна“ 
менателя: ь 

„Дфйствительно, согласпо правилу умпожешя дробей, мы мо- 
жемъ паписать (если ® есть цьлое положительное число): 

0 ааа ааа... в” 

ПВ М 
156. Обобщен!е этихъ теоремъ. Покажемъ теперь, 

что теоремы эти остаются вфрными и для 
показателей цфлыхъ отрицательныхъ. Для 
этого примемъ во впимаше, что число съ отрицательнымъ пока- 

зателемъ равно дроби, у которой числитела есть 1, а знамена“ 
тель — то же число съ положительнымь показателемъ, равными 
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по абсолютной величипв отрицательному показателю; велЪд- 

стве этого можемъ писать: 

-—й —. = 1 те 

од рае 
А 

де) 65 
(=) 

1 1 

э С ЕС 

Легко такие убфдиться, что теоремы эти прим$ - 

нимы и въ пулевому показателю. Такъ: 

(фот „1. 1==1; (аа ° ===. 

157. Возвышен!е въ степень одночленовъ. 

1°. Пусть требуется возвысить одночлень —8426%с въ п-ую 

степень. ПримЗпяя теорему 1-0, а затмъ 2-ю, получимъ: 

( 30269)" (За За". 

Правило. Чтобы возвыенть въ етепепь одночленъ, доета- , 
точно возвыеить въ эту етенень его коэффищенть и показателей 

буквъ умножить на показатеня степени. 
2. Дробныя выражен1я возвышалотся въ степень по теорем 

3-й, т.-е. числитель и зпаменатель возвышалотся отдфльно.” 

Прим$ры. 
1) (22 = вобул?; 

2) (— 3263) = Вале; 
8 ры (—3а"0?} _ 2708" 8 эта" Ье 

) (рт (ед баба бара У 

(и”)” 
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ГЛАВА П. 

Возвышеневъквадратьъмногочленовъ. 

158. Теорема. Квадрать мпогочлена равенъ: квадрату 
1-го члена -- удвоенное произведеше 1-го члена на 2-й -|- квад- 
ратъ 8-го члена -- удвоенное произведене суммы первыхъ 
двухъ членов на 3-й -- квадраль 3-го чаена -|- удвоениое 
произведеше суммы первыхъ трехъ члеповь па 4-й -- квадратъ 
4-го члена и т. д., 

т.-е. (а-Но-не--а-+...)==а--3а6-52--8(а--Б)с-- с? 

+ (а--о-+оа-а?+... 

Док. Возвысимъ сначала въ квадрать двучлонь а-Ь: 

(ао = 26-5. 

Теперь приложимъ къ сумм а--5 трой члень с и возвы- 
спмъ въ квадрать трехчлень а-НЬ--с, разсматривая его, какъ 
двучленъ, въ которомъ первый членъ ость а-Еь, а второй членъ с: 

(ао -е)=[(а-ЕБ) Не =(а-НБУ-а(а-НБ)е-е?. 

Замфиивь въ отомъь выражешш (а--)* черезъ а?-- За --5?, 
получимъ: 

(а-Но но =а?-- 206 52-2 (а-Ф)е-е?. 

Приложивъ затфугь четвертый члень 4 и припявъ сумму 
а---Ес за одночлошь, получимъ, подобно предыдущему: 

(а -е--а=[а-ЕЬ-е) На =(а-Н ++ 2(а-Нь-е)а-н@; 
=? рабо а- Нее (а-Н--с)а-на?. 

Продолжая такимъ образомь прикладывать по одному члену, 
замфтимъ, что, съ каждымъ прибавлешемь одпого новаго члена, 
въ квадратВ миогочлепа прибавляются два члена: 1) удвоенное 
пропзведеше суммы веБхь прежпихь членовъ на повый члепь 
и 2) квадрать этого поваго члена; зпачить, доказываемал теорема, 
примфиима къ многочленамь съ каким угодно числомь членовъ. 
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159. Другое выраженйе для квадрата много- 

члена. Раскрывь скобки въ правой части выведеннаго 

намп равепства и изызпивъ порядокъ членовъ, получимъ: 

(а-Н-е--ад=а?-Ноа-нс?--а 26 --2ас--2а4-2%е--24-2е4, 

что можно высказать такъ: квадратъ многочлена равепь суммВ 

квадратовъь воЪхъ его члеповъ, сложениой съ удвоепными про- 

изведешями: перваго члена па второй, перваго члена па тре- 

т, перваго члена на четвертый и т. д.; затБмъ второго члепа 

на трет, второго члена на четвертый и т. д.; затмъ третьяго 

члена па чотвертый и т. д. Короче сказать: 

квадрать мпогочлена равешь алгебраической суммЪ квадра- 

товъ вебхъ его члоповъ и веевозможныхь удвоеппыхт пропзве- 

дешй, которыл можно составить, умпожая каждый член миого- 

члона па каждый членъ изъ тфхъ, которые елЪдуютъ за пимъ. 

160. ЗамЪчан!е о знакахъ. Многочлень а-Р-|с... 

представляеть собою алгебраическую сумму, т.-е. 

члены его могуть быть числами положительными, отрицатель- 

пыми и пулемъ. Полезно замфтить, что посл возвышеня много- 

члена въ квадрать со зпакомь -- окажутся, во-1-хъ, квадраты 

вовхъ члеповъ, и, во-2-хъ, 1$ удвоенпыя произведеня, которыя 

произошли оть умножевя членовь съ одинаковыми зпаками; 

со зпакомь же — окажутся т удвоенныя произведевйя,- ко- 

торыя произощли оть умножешя членовъ ©ъ разными знаками. 

Наприм$ръ: 

(327—951) =(327)--(22)+12—2(327)(25) -2(34?). 1—2(25)1 = 

=9%*--422 {11223-62 —4е= 91222102 —4=--1. 

ГЛАВА Ш. 

Основныя свойства извлечен!я корня. 

161 Опредьленя. Корпемъ п-о0ой степени 

изъ числа а наз. такое число, п-ая степень 

котораго равна а. 



Такъ, корень 2-й степели изъ --49 есть +7, а также и —7, 
потому что (--7)=--49 и (—7)}=--49; корень 3-й степени 
изъ —125 есть —5, потому что (—5)}=—125; корень п-й сте- 
пепи изъ числа 0 есть 0, потому что 0 =0. 
Замтимъ, что выфсто ‹корель и-ой степени» говорять иногда 

короче: ‹и-ый» корепь». 

Число и, означающее, какой степепи извлекается корепь, 
наз. показателемъ кория; число это мы будемь 
всегда предполатать цфлымъ и положительнымъ. 

Корень обозначается знакомь )/` (знань радикала) *); 
подъ горизонтальной чертой его пишуть число, изъ котораго 
корень отыскивается, а надъ отверспемъ угла ставатъ показа- 

Г 
теля корпя; такъ, выражее Ут озпачаеть корепь третьей 
степени изъ 27. Показателя корня второй степени припато 

ка а > 
опускать; напр.,]/16 замфияегь обозначене }/16. 

Корень второй степени наз. иначе квад ратнымъ, а ко- 
рень третьей степепи —кубичнымъ. 

Число, стоящее подъ знакомъ радикала, паз. подкорен- 
НЫМЪ ЧИСЛОМЪ. 

ДЬйстве, посредетвомъ котораго отыскивается корепь дан- 
ной степени, наз. извлечен1емъ ко рня; это дВйстые, 
какъ видно изъ опредфлешя, обратно возвышенно въ 
степень. 

Изь опредвлешя корня слёдусть: 

Иа, (5) 
ат 

т.е. возвышеше въ стенень п извлечеше корпя (той же сте- 
пени) суть дДЬйстыя, взаимпо уничтожаюнияся. 

*) Знакъ И” произошелъ, по всей вЪроятности, изъ точки, которую въ 
15 отольтш н$которые авторы ставили передь числомъ, изъ котораго надо 
извлечь корень. Въ началь 16-го столЬля точку удлиниди въ черту» 
Вь 17-мь стол и окончаледьно взошло въ употреблеше теперешнее 060+ 
значеше корня, 
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162. Ариеметическ!й корень. Условимся называть 

корень ариометическимь въ томь случа, когда онъ 

извлекается изъ положительнаго числа и самъ предотавляеть 

собою положительное число. Такимъ образомъ, корень изъ 

отрицательнаго числа (напр., корень кубичпый изъ —125) мы 

не будемъ пазывать ариеметическимъ; равцымь образомъ мы не 

будемь пазывать ариометическимь отрицательное значен!е корня 

изъ положительнаго числа (папр., отрицательное значен1е квад- 

ратнато кория изъ --49). 

Такъ какъ положительныя числа мы не различаемъ оть арие- 

метическихь, то можно также сказать, что ариеметичесьй ко- 

репь есть корепь изъ арпеметическаго числа, выраженный тоже 

арпеметическлмъ числомъ. 

168. НЪкоторыя евойетва ариеметическаго 

корня. Укажемь слфдуюкния 3 свойства ариеметическаго 

корня: 

Т. Вели цълое чиело М ие веть ш-ая степень никакого цълаго 
="_ 

чиела, то У М не можеть быть выражень ни цлымъ, пи дроб- 

пымъ чиеномъ. 

Наприм®рь, число 5 не есть квадрать никакого цфлаго числа; 

тогда, У пе можеть быть выраженъ ни цзлымь, ни дробнымь 

числомъ. Докажемъ это свойство въ общемъ вид%. 

Если число № це есть ж-ая степень никакого цфлаго числа, 
т _ 

то это значить, что Ух не равепъ-никакому цфлому числу. 

Докажемъ, что онъ при этомъ не можеть равняться и никакой 

дроби. Предположимь противное, т.-е. допустимъ, что суще- 

ствуеть н®которая дробь, т-ая стопень Которой равна №; пусть 

; Га 

эта дробь, по сокращен{и ея, еоть =. Тотда, согласно 

правилу возвышешя въ отенень дроби, будемъ имёть: 
а\" а” 

м-( > ! 
Это равенство возможно только тогда, когда а” дълится безъ 

остатка на Ь", для чего пообходимо, чтобы всф простые множи- 

тели степени №” входили въ число простыхь мпожителей сте- 
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пени а”. Но простые мпожители степени 5" суть 1%, которые 
входять въ составъ осповашя В (только повторенные в разъ); 
то же самое можно сказать о степени а”; числа ке а и $ пе имВють 

а 
общихь мпожителей (такъ какъ въ противпомъ случа, дробь С 

могла бы сократиться). Значить, паписаниое выше равенство 
певозможно, и потому пельзя допустить, чтобы существовала 
дробь, т-ая стопепь которой равпа числу М. 

ПП. Ееля чиелитель пли знаменатель арпометической несо- 
а кратимой дроби 5 о веть ш-ая степень никакого цфлаго чиела, 

”/а 
5 не можеть быть выражеть ни цфлымь, пи дробнымь 

чиеломъ. 
Наприм$рь, въ иссократимой дроби 5/5 числитель ие есть квад- 

5 
рать никакого цфлаго числа; въ такомъ случа 9 це можеть 

равпаться пи цфлому, пи дробному числу; въ носокрали- 
мой дроби 5 знаменатель пе есть кубъ пикакого цфлаго числа; 

3 8 
въ такомъ суша] не можеть равпяться пи цфлому, ни дроб- 

ному числу. Докажемъ ото свойство въ общемь видф. 
= 

а 
Что у пе можеть равняться цВлому числу, сл$дуеть изъ 

того, что всякое цфлое число, возвышенное въ т-ую степень, 
даеть цлое число, а не дробь. 
Предположимъ теперь, что этотъ корень равняется ифкоторой 

дроби, которая, по сокращеши ея, пусть будеть : Тогда: 

Это равенство возможно только тогда 2), когда а=р" и Ь=4"; 

1) Вь курс ариемотики доказывается, что двЪ несократимыя 
дроби равны другъ другу только тогда, когда у нихъ 
равны числители и равны знаменатели’ см, напр., А. Кисе- 
хевъ систематический курсъ арнеметики, $ 156, слЬдсгв!е). 
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по отого быть не можеть согласпо условйю. Значить, пельзя 

допустить, чтобы разсматриваемый корень равпялся какой- 

нибудь дроби. 

1. Ариометичееый корень данной степени изъ даннаго 

числа можеть быть только одинъ. 

4 2 
НапримЪръ, д равень 3 и только одиому отому числу; 

з 
Ут равенъ 3 и не можеть равпяться пикакому иному числу. 

=_ 
ДЪйствительно, допустимь, что УМ можеть равняться двумъ 

различнымь арпомегическимь числамъ а и 6; тогда было бы, 

что а”=М и 5"=М п, слЪдов., а"=". Но это равенство пе- 

возможно, такъ какъ если, напр., >, то аа>, потому что 

мпожимое и мпожитоль въ первомь изъ отихь произведен 

больше соотвЪтотвенно мпожимаго и мпожителя во второмъ 

произведешш, а съ увеличешемь мпожимаго и съ увеличешемъ 

множителя производеше увеличивается 1); по той же причип® 

ааа>0 и вообще а">": Зпачить, если а5Ъ, то 4" пе можеть 
"_ 

равияться 5", и потому нельзя допустить, чтобы Ух имфлъ 

2 различныя арпометическая зпачешя. 

164. Алгебраическй корень. Мы будемъ пазывать 
т 

выражеше Уз алгебраическимъ корнемъ т-ой оте- 

пени изъ числа 4 въ томъ случа», когда пе требуется непремино 

чтобы подкорепиое число а было положительнымь и чтобы изъ 

вовхь возможныхь значешй самаго корня бралось только одно 

положительное. 
Извлечеше алгебраическаго кория, какъ мы сейчасъ увидимъ, 

приводится къ пахожденио ариеметическаго корня. 

165. НЪкоторыя свойства алгебраическаго 

корня. Укажемъ слфдующия 4 свойства такого корня. 

Т. Корень нечетной стенени изъ положительнаго числа (если 

2) Это свойство огносится также и къ произведеню несоизм $ ри- 
т 

мыхьъ чиселъ; поэтому положительное значеше у М можетъ быть только 

одно и въ томь случаф, когда, оно есть число несоизмфримое 
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онъ существуеть) есть положительное число, абсолютная вели- 
чина котораго равиа арномотическому коршю той же етенени 
изъ абсолютной величины подкореиного чиела. 

з 
Такъ, У +8, если такой корепь существуеть, долженъ быть 

числомь положительпымъ, такъ какъ отрицательное число, 

возвышенное въ нечетную степень, даеть отрицательное число; 
абсозпотная величииа этого корпя должна равпяться арноме- 

3 
тическому 8, т.-е. числу 2, такъ какь только при этой вели- 

чин посл возвышен!я въ 8-ю степень получимь число 8. 

1. Корепь печетлой етепени изъ отрицательнаго чиела (если 

онъ существуеть) ееть отрицательное чиело, абеолютная вели- 

чина котораго равпа ариометическому коршо той же степени 
изъ абеолютной величины подкорепного чиела. 

=> 

Такъ, У, если такой корень существуеть, должепь быть 

числомъ отрицательнымъ, такъ какъ всякое положительшое 

число, возвышенное въ какую бы то пи было степень, даеть 

положительное число, а пе отрицательное; абсолютная вели- 
3 

чина этого корпя должна равняться ариометическому 8, 

т.-е. числу 2, такъь какъ только при этой величипВ поелВ воз- 

вышешя въ 3-ю степень получимъ число 8. 

11. Корень четной степени изъ положительнаго числа (если 

онъ существуеть) имфетъ два значешя съ противоположными 

знаками; абсолютная величипа каждаго изъ этихь значешй 

равна ариометическому корню той же степени изъ абсолютной 
величины подкоренного числа. 

Такь, У +-4=--2 п У-=—®, потому что (-2)=--4 и 

(—2)}=--4; никакому третьему числу у равняться не мо- 
4 И ы- 

зкеть; точно такъ же ]/ --81=--3 и Уя-+=—, потому что 

об степени (-3)“ и (—3)* равцы --81, тогда какъ пикакое 

третье число, возвышениое въ 4-ю степепь, не можеть дать 81. 

Двойное зпачеше корпя обозначается обыкповенно постанов- 
кою двухь знаковь -= передъ абсолютной величиной корня; 

4 Фа 

такь, пишуть: У--81=+3, или проще, /81=3. 
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ТУ. Корепь четной етепенн изъ отрицательпаго чиела не 

можеть равпяться никакому—пи положительному, ни отрица- 
тельному—чиелу, потому что всякое число, какъ положительное 

такъ и отрицательное, возвышенное въ четную степень, даеть 

положительное число, а не отрицательное. Напр., уз пе 
можеть равняться пи --3, ни —3 и никакому пному числу, 

Корепь четпой степени изъ отрицательпаго числа припято 
называть мнимымъ числомъ; въ противоположность 
такимь числамъь алгебранческ!я числа, которыя мы до сего 
зремени разсматривали, пазываются вещественными 
или д Иствительными числами. 

166. Извлечен!е корня изъ произведен1я, изъ 
степени и изъ дроби. Это извлечене выполняется ©0- 

тлавно слфдующимъь тремъ теорсмамъ. 
ЗамЪтимъ, что въ этихь теорсмахъ предполагается, что вс 

подкореппыя числа взяты такими, что изъ нихъ корень извле- 

кается; кромВ того, корни разумЪются ариеметичесве. 

Теорема 1. Чтобы извлечь корень изъ произведешя, до- 

етаточно извлечь его изъ каждаго еомпожителя отдЪльно. 
РИА 

Требуется доказать, что: Уабе-=-/аУЪус. 
Для доказательства возвысимъ правую часть этого предпо- 

лагасмаго равенства, въ п-ую степень, для чего достаточно при- 
мЪнить теорему 1-ю $ 155 («чтобы возвысить въ степень произ- 

ведеве, достаточно...»). 

рези ЛИЗ 
Но, согласпо опредвлепию: 0. «)' —а, [и ъ), (у се. 

Зпачить: (зу) = абс. 
ии 

Если же и-ая степень произведешя У, равна абс, то 
это значить, что опо представляеть собою п-ый корень изъ абс, 

к № з_ з 

ПримЪръ./512=Уз.4=Уз.Ув=2.4=3. 
А. Киселевъ. Алгобра 12 
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Теорема 2. Чтобы извлечь хорель изъ степени, показа- 

тель которой (положительный или отрицательный) дЪлитея 

безъ остатка на показателя корня, достаточно раздЪлить пока- 
зателя степени на показателя корня. 

ве 
2 4 Такъ, ‚ потому что (290; Ув 

(= 

„_ 
Доказжемъ ото въ общемъ зидф. Пусть въ выражеши И 

положительное или отрицательное цфлое число т дФлится на 
цфлое число п безь остатка; тогда, пазвавъ частное отъ дЪленя 

т па п буквою р, можемь положить, чо т=ир. Требуется 

доказать, что; 

а ‚ потому что 

ем = 
ИИ ана, 

Дия доказательства возвысимь число а? въ и-ую степепь, для 
чего достаточно примфпить теорому 2-ю $ 155 («чтобы возвысить 

степень въ другую степень, достаточно...»): 

аа". 

Если эке п-ая отепепь числа а? равна @ ‚ то это значить, что 

Ф-у 

Теорема 3. Чтобы извлечь корепь изъ дроби, достаточно 
извлечь его изъ чиелителя и знаменателя отдазльно. 

"в [2 
Требуется доказать, что «_Уа 

Для доказательства возвысимь правую часть этого предно- 
Латаемаго равелства въ п-ю степень, для чего достаточно при- 
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мВнить теорему 3-ю $ 165 («чтобы возвысить въ степень дробь, 

достаточно...»). 

167. Извлечен!е корня изъ одночленовъ. 
1°. Пусть требуется извлечь корень 3-Й степени изъ одио- 

члена 84°53с1?. Примфняя теорему 1-ю, а затЪмъь 2-ю, 

получимъ: 
3 зы 3 5. а— 

Узасв=Узу®у У са =вазьт*. 

Правило. Чтобы извлечь корень изъ одночлена, доста- 

точно извлечь его изъ коэффищента и раздфлить пока- 

зателей буквъ на показателя корня, если это дЪлеше возможно 

пацфло. 

2°. Чтобы извлечь корень изь дробнаго выражен1я, 
достаточно примзиить теорему 3-ю, т-е. извлечь корень 
изъ числителя п знаменателя отдфльшо; палр.: 

Е Я 
У таг" У ЭТаб" За” 
Пак" 8" 
т У 1тбтЗ 

168. НЪкоторыя преобразован!я радикала. 

Доказанныя выше теоремы позволяютъ, между прочимъ, дфлать 
слфдующя преобразовашя радикала: 

1°. Вынесеше множителей за знакъ радикала. Когда пока- 

зазели возхъ пли пзкоторыхь буквъ въ подкорепномъ выра- 
жженйт больше показателя кория, но не длятся па него безъ 

‚остатка, тогда можно разложить подкоренное вырёжеше на 
множителей и извлечь корень изъ тЪхъ множителей, изъ ко- 
торыхь это’ возможно. 

12* 
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4) Узлачл=у да 2.6 = 6. 

2°. Подведене мпожителей подъ знакъ радикала. Иногда 

бываегь полезпо, наобороть, подвести подь зпакъ радикала 
мпозжителей, стоящихь передь пимъ; для этого надо возвысить 
ихь въ стопепь, показатель которой равешь показателю ради- 
кала, и написать множителями подъ радикаломъ. 

ПримЪфры. 1) ву =Ибала Ума у=. 

2) 32 ит Убял у-Узтля ту“. 

3°. Освобождене подкоренного выражешя оть знаменахе- 

лей. Покажемт, какъ можно это выполнить, на елфдующихь 
примрахъ: 

3 
1) и = Сдвлаемъ знаменателя квадраломъ. Для этого 

ох 

умпозкимъ его на 2, на аи па 2, т.-е. на, Зах. Чтобы дробь пе 

измВнила своей ве величины, ры и числителя па 242: 

У ваз Ту 

У == — Удала 202? ых 

5: 
2) вой. Сначала приведемъь вов члены много- 

члена къ одипаковому знаменателю: 

ы РВ Щи 84—20 а ——— —_— 
Та 4 

Теперь сд®лаемь Зпаменателя кубомъ, умноживъ оба члена 

дроби на 25: 

и Е УтватЕ 22—40% 

Уз 
.3. т 

Ува Е = 16аай--24#—405. 
2% 
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ГЛАВА ШУ. 

Извлечен!е ариеметическаго квадрат- 
наго корня. 

1. Извлечеше квадратваго корня изъ наибольшаго цьлаго квадрата, 
заключающагося въ данномъ цфломъ числь. 

169. Предварительное замБчан!е. Если станемь 
возвышать въ квадрать числа патуральшаго ряда: 1, 2, 3, 4 

то получимь безкопечный рядъ возрастающихь квадратовъ: 

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100... 

Очевидпо, что всякое ивлое число, пе паходящееся въ этомъ 
ряду (напр. 40), пе можеть быть квадратомъ цфлаго числа; 

въ такомъ случа, какъ мы видзли ($ 163, Г), оно пе можеть быть 

и квадратомъ дроби. Значить, изъ такого числа нельзя извлечь 
квадратпаго корпя. Но мы условимся, что если требуется извлечь 
квадратный корепь изъ какого-нибудь цЪлаго числа, то это 

надо попимать въ томъ смысл, что требуется извлечь квад- 
ратный корень или изъ самаго числа (если оно окажется квадра- 
томъ цВлаго числа), или же изъ наибольшаго квад- 
рата цв лаго числа, какой заключается въ даниомъ числ. 

170. Чиело цыфруъ въ корнЪ. Легко опредфлить 
зарапшЪе, сколько цыфръ въ квадратпомь корнЪ изъ паиболь- 

шаго квадрата, заключающагося въ дапномь числф, напр.» 
въ числЬ 4082. Для этого примемь во внимаше сл5дующую 
таблицу: 

12=1, 10%=100, 100%°=10000, 1000%=1000000, 

10000*=100000000 ит. д. 

Такь какь 4082<10000, то наибольшй квадрать цлаго 

числа, заключаюлийся въ 4082, менЪе 10000; съ другой сто- 

роны, такъ какъ 4082>>100, то наиболышЙ квадрать, заклю- 
чающййся въ 4082, болЪе (или равенъ) 100. Значитъ, квадрат- 

ый корепь изъ наиболыьшаго квадрата, заключающагося въ 

4082, долженъ быть менЪо 100 и боле (или равенъ) 10, т.-е. онъ 

полжень состоять изъ двухъь цыфръ. 
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Подобными разсуждешями мы можемъ опредфлить, если 

нужно, число цыфръ корня изъ всякаго даппаго числа. Ниже 

($ 175) мы укажемъ боле простой пр1емъ для этого. 

171. Свойство числа десятковъ корня. Когда 
данное число болфе 100, то квадратпый корень изъ пего боле 
(или равенъ) 10 и, сл$дов., состоитъ изъ двухъ или болЪе ныфръ. 

Сколько бы цыфръ въ немъ пи было, мы условимся разсматри- 
валь его, какъ сумму только десятковъ и еди- 
ниць; если, напр., корепь будеть число 358, то мы будемь его 

представлять такъ: 35 десятковъ -- 8 ед. 
Пусть требуется извлечь кв. корснь изъ какого-нибудь числа, 

ббльшаго 100, папр., изъ числа 4082. Обозначимъ число де- 
сятковъ кория черезъ.х (все равно, будеть ли оно однознач- 
ное или мпогозначное), а число его едипиць черезъ у. Такь 

какъ въ каждомъ десяткВ содержится 10 ед., то искомый ко- 
рень выразится 10=--у. Квадрать отой суммы долженъ быть 
наибольшимъ квадратомъ цфлаго числа, заключающимся въ 4082; 
въ отомъ числЪ можеть быть еще ифкоторый избытокь падь 

напбольшимъ квадратомъ, который пазовемь остаткомъ отъ 
извлечен1я кория; поэтому можемъ написать уравнене; 

4082=(10&-)*--ост.=10027--2ху10--у*-+ ост. 

Чтобы пайти пеизвфстное х, опредзлимъ, сколько сотень 

заключается въ лЪвой части уравнешя и сколько ихъ въ правой 
части. Въ лфвой части сотенъ заключается 40. Въ первомь 
члепф (10027) правой части сотепь, очевидио, заключается ай 
въ сумм$ остальцыхъ трехь членовъ правой части сотни могуть 

быть, по могуть и не быть (что зависить оть величины чисель 

х пу остатка оть извлечешя) 1); значить, въ правой части 

уравиен1я всфхъ сотепь будеть или 2?, или больше 27. Такь 
какъ,число сотепь въ лфвой части уравненя должно равняться 
числу сотепь въ правой, то 

40227 и, слФд.: 22<40. 

1) Если». напр., допустимъ, что 2=6, у=8, то уже одинъ членъ 22. 18 
равный тогда числу 960, будеть содержать въ себЪ 9 сотенъ; если 
примемъ, что 2=1, у=2, то тогда въ сумм двухъ членсвъ 2лу. 10— 
равной 44, не будетъ содержаться ни одной сотни. 
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Изь этого слфдуетьъ, что а? есть такой квадратъ (цфлаго числа), 

который содержится въ '40; но такихь квадратовъ есть нф- 
сколько, а именно. 36, 25, 16 и т. д. Докажемъ, что за 2? падо 

принять паибольш!Й изъ этихъ квадратовъ, 
т.е. 36. ДЪйствительно, если бы мы взяли за 27, положимъ, 25, 

то искомый корень содержаль бы въ себЪ 5 десятковъ съ н%- 

сколькими едипицами; по чиело, состоящее изъ 5 десятковъ 
съ нЪеколькими едипицами (хотя бы этихь единиць было и 9), 

меньше 6 досятковъ (59<60); между тБмъ квадрать 6 десят- 
ковъ составляеть только 36 сотенъ (60*=8600), что меньше 
4082, ‚а такь какь мы ищемъ квадратный корень изъ на- 
пбольшаго квадрата цЪфлаго числа, какой только за- 

ключается въ 4082, то пе можемъ взять для корня 5 десятковъ 
съ единицами, котда и 6 десятковъ оказывается пе много. Если 

же за 2? падо взять число 36, то 2=У36= =6. Такимь образомъ: 
число десятковъ искомаго кория (будетъ ли оно однозначное 

илн многозначное) равно квадратному корню изъ наибольшаго 

цфлаго квадрата, заключающагося въ чиелЪ еотешь даннаго 

числа. 
Когда даппое число, какъ взятое пами, мене 10000, тотда 

число сотепъ въ пемъ менЪс 100; въ этомъ случа десятки корня 
прямо находятся по таблиць умножешя. 

172. Свойство чиела единицъ корня. Поло- 

жимъ, что мы пашли десятки корпя; тогда мы можемьъ вычислить 
квадрать десятковъ, т.е. члешь 1002; для нашего примфра 
2=6 п потому 1005? составить 3600. Вычтемъ ото число изъ 4082: 

4082 для этого достаточно изъ 40 сотенъ вычесть 36 с0- 

86 тешь и къ остатку снести цыфры 8 и 2. Получив- 

482  шееся число 482 назовемь первымъ остат- 
комъ. Вь немъ заключаются: удвоенное произведене десят- 
ковъ корпя на его единицы, квадрать едипиць и остатокъ оть 
`извлеченя, если онъ есть, т.-е. 

482=25у10-- у? ост. 

Чтобы найти у, опредфлимъ, сколько десятковъ заключается 

въ каждой части этого уравненйя. Въ лЪвой части ихъ 48, а вЪ 
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правой 2ху или больше (если въ суммВ у?--0ост. окажутся де- 
сятки) 1) поэтому: 

48 
48279; слфд., 21у<48 и поэтому 9<> 

ия 

Это свойство числа единицъ корпя мы можемъ высказать такъ: 

число единицъ корня или равпо цфлому чаетному оть дБле- 
Шя чиела деслтковъ перваго остатка па удвоеиное чиело де- 
сятковъ ворня, или меньше отого чаетнаго. 

Пользуясь этимь свойствомъ, мы можемь найти единицы 

корня, если его десятки узже найдепы. Такъ, въ нашемь при- 
мЪрВ, подставивъ на мЪсто д пайденпое прежде число 6, най- 

демъ, что у<4. Отсюда слФдуеть, что у равенъ пли 4, или 3, 

или 2, или 1, или 0. Здесь мы пе можемъ утверждать заран%е, 

что у равняется папбольшему изъ этихъ чиселъ; это иногда 

бываеть, а ппотда и нзть. Чтобы узпать окончательно, какому 

изъ этихъ чиселъ равняется у, станемь испытывать эти 

цыфры, начиная съ большей, т.-е. съ 4. Для этого вычис- 

лимъ сумму 22у10-Ру? и сравнимъ полученное число съ 482; если 
эта сумма дастъ число, ббльшее 482, то испытуемая цыфра пе 

тодится; тогда подвергиемъ испытанно слфдующую меньшую 

цыфру. 
Вычислить сумму 22у10-Ну? всего проще можно такъ: 

22у10--у?=(22. 10--уу=(2.6.10--4)4=(120--4)4=124 .4=496, 
т.е., чтобы получить сумму удвоеннаго произведешя деят“ 
когъ па единицы и квадрата одинаць, елфдуетъ къ удвоеиному 
чиелу десятковъ (къ 12) приписать еправа цыфру единицъ (4) 
и на эту же цыфру умножить получившоеся число. 

Такъ какъ 496>>482, то цыфра 4 не годится; надо испытать 
цыфру 3 подобпымъ же способомъ: 123. 3=869. 

Такъ какь 369<482, то цыфра 3 годится. Искомый корень 
есть 63. 

Вычтя 369 изъ 482, получимь окончательный остатокь охь 
извлечешя корпя: 482—369=113, такъ что можемъ паписать: 

4082=63?-|-113. 

3) что, напр, будетъ при у>3. 
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173. Извлечене квадратваго корня, соетоя- 

щаго изъ одной или изъ двухъ цыфръ. Если 

данное число мепьше 100, то квадратный корень изъ него выра- 

жается одною цыфрою, п тогда его легко пайти по таблиц$ умно- 

жешя. 
Если же данпое число, напр., 4082, боле 100, но менЪе 10000, 

то квадратпый корень изъ пего выражается 2 цыфрами. Согласно 

сказанному въ предыдущихь параграфахь, цыфры эти веего 

удобнЪе паходить слБдующимъ образомъ: 

7 40'32=63  Отдьливь вь подкорениомъ числ сотпи, из- 

36 влекають квадр. корень изъ напбольшаго цфлаго 

123482 квадрата, заключающагося въ числ$ ихь; най- 

3869 денное чиело (6) иншуть въ кори на мфеть 

113 десятковъ. Вычитаютъ квадрать десятковъ корня 

(36) изъ сотонъ дапнаго числа и къ остатку отъ сотенъ сносять 

двЪ остальныя цыфры. Налфво оть остатка проводятъ вертикаль- 

ную черту, за которую пишуть удвоенное число десятковъ 

корпя (12). Отдёливъ въ остаткВ деслтки, дЪлять число ихъ (48) 

на удвоенпое число десятковъ кория (на 12), т.-е. на число, 

поставленное раньше палЪво отъ вертикальной черты. Цфлое 

число, получившееся отъ этого двлешя (число 4), подвергають 

испытанйо. Для этого приписывать его справа къ удвоенному 

числу десятковъ (за вертикальной чертой) и на него, же умно- 

зкають получившееся оть этого число (124 умножають па 4). 

Если произведеве окажется больше остатка (какъ въ нашемъ 

прим рЪ), то испытуемая цыфра не годится; тогда подвергають 

испытанцо слфдующую меньшую цыфру (123 умножають на 3). 
Получивъ произведене, не ббльшее остатка, подписываютъ его 

подъ остаткомъ и вычитають, а испытуемую цыфру пишуть 

въ корнВ на мет единицъ. 

114. Извлечен1е квадратнаго корня, соетоя- 

щаго изъ трехъ или болЪе цыфръ. Пусть требуется 

извлечь квадратный корень изъ какого-нибудь „числа, ббль- 

шаго 10000, папр., изъ 35782. Квадратный корень изъ такого 

числа болЪе (или равенъ) 100 и потому состоитъ изъ трехъ или 

боле цыфръ. Изь сколькихъ бы цыфрь онъ ни состоялъ, будемъ 
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его разсматриваль, какъ состояний только изъ двухь частей 
изь десятковъ и изъ единиць, и воспользуемся доказанным 
выше свойствами числа десятковь корня и числа его едипицъ, 
Число десятковъ кория, какъ мы видфли ($ 171), равно квадрал- 

ному корию изъ паибольшаго цфлато квадрата, заключающагося 
въ числ сотенъ, т.-е. въ 357; зпачить, прежде всего падо извлече 

квадратный коропь изъ этого числа. 

Такъ какъ число 357 имЪеть только три цыфры, то этотъ корене 

найдется по предыдущему. 

Уз'57=1в Значить, въ искомомь корнЪ изъ 35782 заклю- 

1 частся 18 деслтковъ. Чтобы найти единицы его, 

2825'7 падо, соглаено доказапному ирежде ($ 172), ипред- 

822 4 варительцо изъ 35782 вычесть квадрать 18 де- 

33 сятковъ, для чего достаточно изъ 357 вычесть 

квадратъ 18 и къ остатку снести цыфры 8 и 2. Остатокъ оть вы- 

читан1я квадрата 18 изъ 357 у пасъ уже есть: это 33. Значить, 

для получешя остатка отъ вычиташя квадрата, 18 десяткове 

изъ 35182, достаточно къ 33 приписать справа цыфры 8 и 2. ДФй- 

стве мы можемъ продолжать тамъ же, ть паходили Уз57: 

У3'57'82=189 ОтдЪливь десятки въ остаткЪ 3382, дЪлимъ, 

1 сотласно доказапному, число ихъ (338) па, удвоен- 

282577 ное число десятковъ корня (на 86); цыфру (9), 

81224 полученную отъь дБлешя, подвергаемъ непыта- 

369338'2 по, для чего ое приписываемъ справа къ удвоен- 

91332 1 пому числу десятковъ кория (къ 36) и на нее 

61. умножаемь получившееся число (369 па 9). 

Такъ какъ произведеше оказалось меньше второго остатка, то 
‹цыфра 9 годится; ес пишемъ въ кори на мьст единиц. 

Вообще, чтобы извлечь квадратный корень изъ какого угодно 
числа, надо спачала извлечь квадр. корень изъ числа, его сотенъ; 
если это число болЪе 100, то придется искать квадр. корень изъ 

числа сотень отихь сотепъ, т.-. изъ десятковъ тысячь даннаго 
числа; если и это число болЪе 100, придотся извлекать квадр. 

корень изъ числа сотенъ десятковь тысячь, т.-е. изъ миллоновъ 
даннато числа, и т. п. 
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Правило. Чтобы извлечь квадратный ко- 

ень изъ данпнаго числа, разбивають его, 
тъ правой руки къ лфвой, на грани по 
цыфры въ каждой, кром% посл дней, въ 

оторой можеть быть и одна цыфра. Чтобы 

айти первую цифру корня, извлекаютъ 

вадратпый корень изъ первой грани. 
Ттобы пайти вторую цыфру, вычитаютъ 
зъ первой грани квадратъ первойцыфры 

ория, къ остатку сносятъ вторую грань 

число десятковъ получившагося числа 
Ълятъ па удвоенную первую цыфрукорня; 

олученцое цЪзлое число подвергають 
спытантю. Сл дующ1я цыфры коркя нах о- 

ятся по тому же пр1ему. 
Если посл снесен1я грани число де 

ятковъ получившагося числа окажется 
еньше дЪлителя, т.е. меньше удвоенной 
айдениой части кория, то въ корн$ ста- 

ятъь 0 п спосятъь сл дующую грапь. 

Воть примфры извлечешя квадратпато корня изъ чисель, 

остоящихь изъ многихь граней: 

/3'50'34'87'59=18717 У9’51'10'56=308& ]/8’72'00’00=2952 
ия а 4 
тей а т : 4947" : 
31224... . 284864... 9441 
1672634. .. 6164]2465'6 5851810'0.. 
72569... 412465 6 51292 5. 
3741]658'7. . 0 590211750'0 

11874 1. т 4 
37427 28465'9 569 6 

726198 9 
2267 0 

175. Чиело цыфруъ въ корнЪ. Изь процесса нахо- 
хдевя цыфръ корня можно заключить, что въ квадратномъ 
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кори етолько цыфрь, еколько въ подкорениомъ числЪ заклю- 
частея граней по 2 цыфры каждая, кром$ одной, которая мо- 

жеть имфть и 2, и 1 цыфру; другими словами: если въ под- 

кореппомь числ четное число цыфръ, то въ кори 
вдвое меньше цыфръ; если же въ подкоренномъ числВ 

ночетное число цыфръ, то въ кори цыфрь вдвое 
меньше этого числа, увеличеннаго на 1. 
Напримфръ, квадратный корепь изъ 6-значнаго числа содер- 
жить 3 пыфры, квадратный корепь изъ 7-зпачнаго числа 0- 
держить 4 цыфры. 

176. Какъ узнать, не мала ли цыфра, взятая въ корн%. 
'Можетъ случиться, что, находя какую-нибудь цыфру корня, мы по ошибк8 
взяли цыфру, меньшую, чфмъ слфдовало бы. Существуеть признакъ, по ко- 

торому это легко обпаружить. 

Если въкориф взята цыфра, меньшая, чёмъ слф- 
дуетъ, то остатокъ окажется больше удвоепнаго 
корня плюсъ единица или равенъ этому числу. Пусть, 
напр. мы взяли въ корнф чиело а, когда, слЬдовало бы взять больше, по- 
ложимъ, а--1. Въ такомъ случаз подкоренное число больше или равно 
(@--1)°, и потому избытокъ его налъ а?, т.-0 остатокъ оть извлеченя, дол- 
женъ быть больше или равенъ разности (а+1)? - а?, которая равпа 2а--1. 

Обрално, если остатокъ отъ извлечен!я больше удвоен- 
наго корня плюсъ единица или равенъ этому числу, 
то въ кори взято меньше, чфмъ сл$дуетъ. ДЪйствительно, 

если осталокъ больше или равенъ 2а-{-1, то подкоренное число больше или 

равно а*-|-(2а--1), т.-е. оно больше или равно (а--1)?, и потому квадрат 
ный корень изъ наибольшаго цьлаго квадрата, заключеннаго въ данномъ 
числЪ, будеть ие а, а по крайней мЪрБ а-1. 

Прим%ры: 

1 У245=4т 
16 

8717455 Остатокъ 136 больше 2.47-+-1; зпачить, взятая для 
11609 — испыташя цыфра 7 мала. 

136 

2 У2545=48 
6 

88745 Осталокъ 41 меньше 2.48--1; значить, взятая для 
8 |704 — испытан цыфра 8 не мала. 



— 189 — 

2. Извлечене приближенныхь квадратныхь корней, 

177.Точные квадраты. Числа, изь которыхь квадрат- 
ный корень можеть быть выражень цзлымъ или дробнымъ 

числомь, наз. точными квадратами. Воть очень много чи- 
селъ, какь цфлыхъ, такъ и дробпыхъ, которыя не могуть быть 

названы точными квадратами. Это, какъ слЗдусть изъ свойствъ 
ариеметическаго кория ($ 1638), во-1-хь, вов тЪ цфлыя числа, 

которыя пе представляють собою квадратовъ цвлыхь чи- 
селъ; и, во-2-хь, ве тЪ дроби, у которыхь или числитель, или 
зпаменатель, или оба эти члена не представлять собою квадра- 
товьъ цзлыхьъ чисель. 

Изь такихъ чисель (ихъ называють иногда неточными 
квадратами) можно извлекать только приближен- 
ные квадратпые корпи, опредёляемые слфдующимь образомъ. 

178. Опредвленвя. 1) Приближеннымь квад- 
ратпымъ кориемъ изъ данипаго (цвлаго или 

дробнаго} числа съ точностью до 1 наз. ка- 
ждое изъ двухъ такихъ ц®лыхь чиселт, 
которыя различаются одно отъ другого 
нати между квадратами которыхъ заклю- 
чается дапное число; менышоее изъ этихь чисель 
наз. приближенпымь кориемь съ недостаткомъ, а 
ббльшее—приближениямь кориемь съ избыткомъ. 

Напр., приближенный квадратный корень изъ 561 съ точ- 

ностью до 1 съ педостаткомъ есть 7, а съ избыткомъ 8, потому что 
эти цёлыя числа различаются па 1 и между квадратами ихъ 
заключается 561, такь какъ 72=49, а 8*=04 и, слдов.: 

1 
7 <56 5 <8?, 

Вообще, ссли х есть приближенпый квадратный корепь изъ 

числа А съ точпостью до 1 и взятый съ недостаткомъ, то &-1 

будеть приближенный квадратный корепь изъ этого числа съ 

точностью до 1, по взятый съ избыткомъ, такъ что 

<А<(а-1*. 
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Можно также сказать, что приближенный квадратный корень 
изъ данпаго числа съ точностью до 1, взятый съ недостаткомъ, 
представляеть с060%ю наибольшее цЪлое число, 
квадратъ котораго не превосходить дап- 
наго числа. 

2) Приближеннымъ квадратнымъ корнемьъ 
изъ даннаго (цфлаго нли дробпаго) числа съ точ- 

1 а 
ностью до- наз. каждая изъ двухъ такихъ 

п 

дробей съ знаменатенемъ п, которыя раз- 

- 
личаются одна отъ другой па - и между 

% 

квадратами которыхъ заключается дан- 
ное число; меньшая изъ этихъ дробей паз. приближепиымь 
корнемъ съ недостаткомъ, а ббльшая—приближеннымь 
корнемь съ избыткомъ. 

Напр., приближенный квадратпый корень изъ 27,5 сь точ- 
НОСТЬ0 ДО 15 СЪ педостаткомъ есть 5,2. а съ избыткомъ 5,3, потому 
что эти дроби, имя знаменателя 10, различаются па, #5, и между 

квадратами ихъ заключается 27,5, такь какъь 5,2°=27,04 и 
5,3?=28,09 и, слфд.: 

5,22<27,5<5,3?. 
т 

Вообще, если — есть прибл. квадр. корень изъ числа А съ точ- 
® 

1 к 5-1 
ностыо до — и взятый съ недостаткомь, то — будеть прибл. 

Е ® 

квадр. корень изъ этого числа съ точностью до 1, но взятый съ 

избыткомъ, такь что 

#1! <<). 
Можно также сказать, что прибл. квадр. корень изъ даппаго 

1 
числа съ точностью до — т взятый съ педостаткомъ, представляеть 

2 с0ббю наибольшее кратное дроби -, квад- 
® 
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рать котораго не превосходитъ даннаго 

числа. 

179. Правило 1. Чтобы найти изъ дапнаго чиела прибли- 
женный квадратный корень съ недостаткомъ еъ точноетью до 

1, извлекаютъ квадратный корень изъ наибольшаго цфлаго 

квадрата, заключающагося въ цфлой части дашнаго числа. 

ДДъйствительно, пусть, напр., требуется найти приближен- 

ный квадратный корень съ точностью до 1 изъ 150}. Для этого 

извлечемъ квадр. корень изъ наиб. цвлаго квадрата, заключаю- 

щагося въ 150; ото будеть 12. Значить, 122<150<13?. Разъяс- 

нимъ, что это двойное исравенство не нарушится, если къ числу 

150 мы добавимъ правильную дробь +. ДФйствительно, если 

122150, то и подавно 12<150}. Съ другой стороны, такъ 

какъ 150 п 13? числа цзлыя и 150<13?, то, значить, 150 мене 

13? па нёкоторое ц%лое число, по меньшей мфр%, на одну 

пфлую едипцицу; сл$д., если прибавимъ къ 150 дробь $, которая 

мепыше единицы, то число 150} останется все-таки меньшимъ, 

чЪмь 13. Итакь, 12°<150}<13?. Отеюда слфдуеть, что каждое 

изъ чиселъ 12 п 13 есть приближенный квадратный корень изъ 

150} съ точностью до 1, при чемъ 12 есть приближенный корень 

съ недостаткомъ, а 13—приближенцый корень съ 

избыткомъ. 

ПримЪры. 

1) Иё=? или 3; 2) У5.375=2 или 3; 

487 6 ” 
3) и 875=6 или 7; 4) 

Правило 2. Чтобы найти изъ даннаго чнела приближенный 

0 или 1. 

е 1 
квадратный корень съ педостаткомь еъ точностью до „, умио- 

жаютъ данпое чиело на И?, изъ полученнаго произведешя 

извлекаютъ квадратный корень еъ педоетаткомъ еъ/ точностью 
до Т и дблять его па п. 

ДДъйоствительно, пусть искомые приближенпые корни изъ дан- 
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1 $ 21 
наго числа А съ точностью до — з бУДУТЬ дроби „- и ей Тогда: 

п 

ен. ких 
Умпоживъ вс члепы неравенства па одно и то же число и?, 

мы, очевидно, пе изм$нимъ его смысла, т.-е. меньшее остапется 
мепьшимъ; зпачить: 

22< Ап «в. 

'Изь отого двойнаго неравепства видпо, что числа х и +1 

представляють собою приближенные квадр корни съ точ- 
ностью до 1 изъ произведен1я Аи?. Найдя эти корни такъ, 

какъ было показано рапьше, мы получимьъ чиелителей дробей 
х 2-1 
-п 5 * а раздфливъ числителей па я, найдемъ и самыл дроби, 
п 

Примфры. 

1) Найти У:2 съ точпостью до #: 

72 .12=12 .49=3528; 

== 59 3. 
У?3528=59 (до 1); И =т ® 7. 

2) Найти Уз до тысячныхь долей: 

2. 10002=2000000; /2000000=1414 (до 1); /2=1,414 (до п). 
3) Найти Узсъ приближен! емъ до п: 

3 3000000 3. ? з ги 1000°= т =428511 7 428571 =654; у 70,654 (дока). 

4) Пайти 10,3 до ть: 
0,3 . 100%=3000; Из000=564, У0,3=0,64 (до з&). 

5) Найти 1И0,38472 до в: 
0,38472 . 107=88,472; ИУзз=6; У0,38472=0,6 (до +). 

6) Пайтн У1е5 съ какимънибудь десятич- 

нымъ приближен1емъ: 
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У165=21,56  Спачала извлекаемъ корень съ точностью до1; 
4 получаемь 21. Чтобы пайти цыфру десятыхъ 

Е (иначе сказать, чтобы найти приближенный ко- 

1141 рень до 4), надо было бы умножить 465 на 107, 

и т.-е. приписать къ 465 два нуля. Очевидно, это 

52125 все равно, что приписать кь остатку два 

4306127590 — нуля. Найдя цыфру десятыхъ, можемь снова 
6125836 приписать кь остатку 2 пуля и искать цыфру 

1664  сотыхь, ит. д. 

Извлечене квадратныхъ корней изъ дробей. 

180. Точпый квадратный корень изъ несократимой дроби 
можно извлечь лишь въ томъ случа, когда оба члена дроби суть 
точные квадраты ($163, 1). Въ этомъ случаЪ достаточно извлечь 

корепь изъ числителя и знаменателя отдфльно; наприм$ръ: 

9 Уэ_3 

Приближенные квадратные корни изъ дробей находятся обы- 

кновенно такъ, какъ указано въ предыдущемъ параграфЪ (см. 
примзры 3, 4 и 5). Впрочемъ, можно поступать и иначе. Объ- 

яенимъ это на стдующихь 2-хъ примфрахъ: 

5 „ 

24 

Сдфлаемъ знамепателя точнымъ квадратомъ. Для этого доста- 
точно было бы умпожить оба члена дроби на знаменателя; но 

въ этомь примрВ можно поступить проще. Разложимъ знаме- 
нателя на простыхь множителей: 24=2.2.2.3. Изь этого 
разложеня видно, что если 24 умножить на 2 и еще на 3, то 
тогда. въ произведеши каждый простой мпожитель будеть по- 

вторяться четное число разъ, и, слВдов., зпаменатель сдЪ- 
лается квадратомъ; поэтому 

5 5 5.5.3. У30 _Уз0 
24 2.2.2.8 24.38 92.8 12° 

Квселевь Алгебра. 13 

1) Найти приближенное значен{е 
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Остается вычислить И/30 съ какою-нибудь точностью и ре- 
зультать разд$лить на 12. При этомъ надо имФть въ виду, что 

оть двлешя на 12 уменьшится и дробь +, показывающая степень 

точности. Такъ, если найдемъ У 30 съ точностью до №, то полу- 
чимъ 5,4 (съ нед.) и 5,5 (съ избыткомъ). Раздфливъ отн числа 

на 12, пайдемъ 25 (съ нед.) и 25 (съ избыткомъ). Это будуть 

приближенпые квадр. корни изъ дроби & съ точностью до пе’ 

2) Найти приближенное значен1е 10,378. 

тв 378 зто Уз _@ 2 62 (- 1 ) 
1000 10000 100 100 100 100 

4. Извлечене квадратнаго норня изъ многочлена. 

181. Объяенен!е. Вь пкоторыхь случаяхь квадратлый 
корень изъ мпогочлена можеть быть выраженъ въ видВ мпого- 

члепа (въ видф одночлена онъ не можеть быть выраженъ, такъ 
какъ одночленъ въ квадрать даетъ одпочленъ, а не многочленъ). 

Покажемъ это на слЪдующемъ примфр$: 

У16а45?— 24480-13025 <— За. 

Мы расположили данный мпогочленъ по убывающимь степе- 

вямъ буквы а, такъ что высший члепъ въ пемь есть первый, а 

низний—послдый. 

Предположимь, что существуеть многочленъ, квадрать ко- 
тораго равенъ данному ‘многочлену. Пусть этоть многочлень 

тоже расположепъь по ‘убывающимь степенямъ буквы а, такъ 

что выспий членъ въ пемъ первый. 

Мы знаемь, что квадрать мпогочлена=квадрату 1-го члена 
-- удвоенное произведеше 1-го чл. на 2-й--квадрать 2-го члена 

- удвоенное произведеше суммы первыхь двухъ членовъ на 
3-й--квадратъ 3-го члена, и т. д. Если возвышаемый многочлень’ 

расположень по убывающимь степенямь главной буквы, ло 
очевидно, что высш! й члепъ въ квадратЪ этого многочлена, 

есть квадрать перваго его члена. Вь подкорепномъ много- 

член% выспий членъ есть 160*5?; значить, это и есть квадрать 1 го 
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члена искомато многочлена; поэтому 1-й члень корня=7 16а4$*= 
=-4а%. 

Такимъ образомъ, чтобы найти первый членъ корпя, доета- 
точно извлечь квадратный корень изъ перваго члена подкорен- 

ного многочлена (предварительно расположепнаго). Изь най- 
денныхь двухъ значен!Й перваго члена возьмемъ пока одно: 
40%, а впослВдотви примемъ во внимане и другое. 

У 16а? ода --1За Зоб 40 Ва? 
—16 06? 

8076—305?] »› —240353--184764 
—3а6?] » --240853— 99% 

во — ва" » -- 446—806 5--15° 
ТЯ > — лова Ни 

0. 

(4... Первый остатокъ 

второй остатокъ 

Найдя первый члепъ корня (42%), возвысимъ его въ квадрать 

и вычтемъ изъ подкоренного многочлена. Въ остатк® (первомъ) 

должны получиться вс члены многочлена, кром$ перваго. Мы 

написали только 2 члена остатка, потому что остальные пока 

не нужны. Въ этомь первомъ остаткВ должны содержаться: 
удвоенное произведеше 1-го члена на 2-й -- квадрать второго 
члена -- удвоенпое произведенйе суммы первыхъ двухь членовъ 
на 3-й -- квадрать 3-го ит. д. Изъ вофхъ этихъ членовъ высшимъ 

будеть удвоенное произведеше 1-го члена на 2-й, а въ остаткЪ 

выспЙ членъ есть —24а263; слЪд., —240763 и есть удвоенное 
произведеше 1-го члена на 2-й. А потому, чтобы найти 2-й 

членъ корня, достаточно раздфлить первый членъ перваго 

остатка на удвоепный первый членъ корня. 

Для отого палЪво оть остатка (или направо оть него) прово- 
димъ вертикальтуто черту, за нею пишемъ ‘удвоенный первый 

члепъ кория (84%). Раздёливь —243$3 па 84%, получаемъ одно- 

членъь —300?, который и записываемъ въ корн% на мЪет% второго 
члена, и вмЪотз съ тфмь приписываемь его за вертикальной 

чертой къ удвоепному первому члепу (получаемъ за чертой 

8975—3062). Это дфлается для того, чтобы, умноживъ 8а5—3а6? 

на —306?, заразъ получить: удвоенное произведене 1-го члена 

13* 
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на 2-й и квадратъ 2-го члена. Умпозживъ на самомъ дЪлЪ 85—80 
на —305?, пишемъ производене подъ остаткомь и изъ него вы- 
читаемь (для чего перемёняемъ знаки у вычитаемато многочлена, 
па обратные); получаемъ второй осталокъ: +-442\— 8465-45. 

Во второмъ остатка должны содержаться: удвоенное произ- 
веден1е суммы первыхъ двухъ членовъ корня па 3-й чл. -- квад- 
рать 8-го члена, и т. д.; другими словами: удвоенное произве- 
деше 1-го чл. на 3-й -- удвоеппое произведеше 2-го члена на 
3-й -- квадрат 3-го чл., ит. д. Изо вехь этихь членовъ высший 

есть удвоепное произведеше 1-го члопа па 3-й; а въ ослатк® 

выспий членъ есть -+-4а25“. Значить, 4940“ и есть удвоепное про- 
изведеше 1-го члена кория на 3-Й его члешь. Поэтому, чтобы 

найти 3-й члешь корня, доетаточно раздфлить первый члень 

второго остатка па удвоенный 1-й членъ корпя. 

Пишемъ 84% за вертикальною чертою и дьлимъ па это вы- 

ражеше 4054; получаемь --153; пишемь ототь результать въ 
корнЪ на мВотв 8-го члена. Теперь памъ нужно составить удвоен- 
ное произведеше 1-го члепа па 3-й -- удвоелиое произведене 

2-го члена на 3-й -- квадратъ 3-го члена и полученпую сумму 

вычесть изъ второго остатка. Чтобы удобнЪе найти эту сумму, 

къ удвоенному 1-му члену приписываемъ (за вертикальной чер- 
той) удвоенный 2-Й члень п еще 3-й члепь корня (получаемъ 
84% —6а6*-|- 152) и образовавиийся оть этого мпогочлень умно- 

зкаемъ па 3-Й члешь, т.-е. на 16%; полученное произведен1е под- 
писываемьъ подъ осталокъ п изъ него вычитаемъ (для чего пере- 
мЪняемъ знаки у`вычитаемаго мпогочлела). 

Въ нашемъ примёрЪ 3-Й остатокъ оказался 0; если бы полу- 

чился остатокъ, пе равпый 0, то мы продолжали бы дЪйств!е 

далфе, разсуждая такъ, какъ п раньше. 

Для первато члена искомаго кория мы взяли лишь одно зна- 

чеше Ува, имеппо --44%5; по мы могли бы также взять и 

—4а; въ этомъ случа остальные члены корпя тоже перем®- 
нили бы зпаки на противоположные, потому что для полу- 

чешя ихъ пришлось бы’ дЪлить первые члены остатковъ не 

на 84%, а на — 8075. Зпачить, квадратный корень изъ многочлена, 

имфеть два, значешя; въ нашемъ прим р одно =402— 30-163, 
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другое =—4а% 306—103; оба эти значешя можно выразить такъ: 

2 (446—807 --13), 

Мы могли бы подкорепной мпогочленъ расположить по воз- 

растающимъ степопямъ тлавной буквы; члены корня нашлись бы 

тогда совершенио такъ эке, какъ сейчасъ было объяснено; только 

въ объяснеши слово «высший» долэжкио замнить словомъ «низиий». 

182. Правило. Чтобы извлечь квадратный корень изъ 

многочлена, предварительно располатають его по убывающимь 
или по возрастающимъ стененямъ одной и той же буквы. 

Извлекають квадратный корень изъ 1-го члена многочлена; 
полученный результать беруть за 1-Й члепь корня. 

Возвысивъ этоть членъ въ квадрать, вычитають его изъ дан- 
нато многочлена. 

Дфлять 1-й члонъ первато остатка па удвоенный первый 

члепь кория; полученное частное беруть за 2-Й члень корня. 
Приписавь ототь члень къ удвоениому 1-му члену корня, 

умножають полученный двучлеть на 2-Й` членъь корня и про- 
изведоше вычиталють изъ остатка, 

Дьлять 1-й члень 2-го остатка, на удвоецный 1-й члень корня; 

полученное частное принимають за 3-й членъ корня. 
Принисавь ототь члень къ сумм удвоеннаго 1-го члепа и 

удвоеннаго 2-го члена, умпожають полученный трехчлень на 
3-й члень корня и произведенйе вычиталть изъ 2-го остатка. 
Продолжать дфйств!е такъ же и дале. 

183. Признаки невозможности извлеченя. 

1) Если дапный мпогочленъ есть двучленъ, то корень квадрат- 

ный изъ него пе можеть быть выраженъ многочленомъ, такъ какъ, 
всяюЙ мпогочлень въ квадратВ даеть по меньшей мЪрЪ 3 члена, 

а це 2. 
2) Если выспйЙ или низшйЙ члены многочлена не пред- 

ставляюгь с0б0ю точныхь квадратовъ, то корень квадратный 
изъ многочлена пе можегь быть выражень многочленомъ, 

Это прямо слфдуеть изъ правила нахожденя высшафо и низ- 
шаго членовъ корня. м 

3) Если высший и низпий члены многочлена, точные квадраты, 
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то возможность или невозможность извлеченя корня обнару- 
кится посредствомъ самаго дЪйствйя; при этомъ если многочлень 
расположенъ по убывающимъ степенямъ главной буквы, то про- 
должатоть дЪйств!е до тЪхъ поръ, пока въ остатк% не получится 0, 
или пока не получится остатокъ, у котораго первый члень не 
дфлится на удвоенный первый членъ корня; въ посл$диемъ 
случа извлечеше невозможно. Если же мпогочленъ расположень 
по возрастающимь степенямъ главной буквы, то, вычисливъ 
предварительно послёдёй членъ корня (который равенъ корню 
квадратному изъ послФдняго члена миогочлена), продолжають 
дБЙств1е до тЬхъ поръ, пока въ корн% не получится членъ, у ко- 
тораго показатель главной буквы равепь показателю этой буквы 
въ вычисленномъ посл$днемъ член корня, или болЪе его; если 
при. этомь есть остатокъ, то извлечеше невозможно. 

184. ЗамЪчан!е. Когда изъ дапнаго многочлена нельзя 
извлечь точнаго квадратнаго корпя, все-таки иногда бываеть 
полезно начать извлечене съ тзыъ, чтобы, прекративъь его 
на какомъ-нибудь членЪ корня, предетавить данный много- 
зленъ въ видЪ суммы квадрата еъ осталкомъ отъ извлечешя, 
НапримЪръ: 

ао 
— 

22—2т— 42843 
ря 

Ро 
Прекративь извлечене на второмъ членв корня, можемъ 

написать: 

да =) = (а ор) фчаР 3. 
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ГЛАВА \. 

Извлечен!е ариеметическаго кубичнаго 
корня. 

1. Извлечеше кубичнаго корня изъ наибольшаго ифлаго 

куба, заключающагося въ данномъ числф. 

185 Предварительное замфчан!е. Если возвысимъ въ кубъ 

числа налуральнало ряда: 1, 2, 3, 4, 5.., то получимъ безковечный рядъ 

кубовъ: 

1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 1729, 1000... 

(изъ нихь первые 10 надо заучить наизусть). 

Очевидно, что всякое цвлое число, не находящееся въ этомъ ряду 

(напр. 500), не можеть быть кубомъ цфлаго числа; въ такомъ случаЪ оно 

не можеть быть и кубомъ дроби ($ 163). Значитъ, изъ такого чисда нельзя 

извлечь кубичнаго корня. Но мы условимся, что если требуется извлечь 

кубичный корень изъ какого-нибудь цфлаго числа, то эго надо повимать 

въ томь смыслЬ, что требуется извлечь кубичный корень или изъ самаго 

числа (если оно окажется кубомъ цфлаго числа), или же изъ наиболь- 

шаго куба цБлаго числа, какой заключается въ данномъ числ. 

186 Чиело цыфръ въ корнЪ. Легко опредфлить заранфе, сколько 

цыфръ въ кубичномъ корн® изъ наи ‘ольшаго цфлаго куба, заключ мощагося 

въ данномъ числь, напр. въ числь 571810. Для этого примемъ во внимане 

слфдующую таблицу: 

1:1, 103=10000, 1003=1000000, 1000100000000, и т. д. 

Такъ какъ 571810 меньше 1000000, то наибольший кубъ, заключающейся 

въ этомь числь, неньше 1003; съ другой стороны, такъ какъ 571810 больше 

1000, то наибольшай кубь, заключающиеся въ этомъ числ, больше (или 

равенъ) 10%. Значить, кубичный корень изъ наибольшаго цвВлаго куба, 

заключающагося въ 571810, долженъ быть мене 100 и болфе (пли равенъ) 10, 

т.е. онъ долженъ состоять изъ двухъ цыфръ. 

Подобными разсуждевями мы можемъ опредфлить число цыфрь кубич- 

наго корня изъ всяко даниаго числа. Ниже ($ 191) мы укажемъ для 

этого болБе простой способъ. 

Если данное число боле 1000, то кубичный корень изъ него болёе 

(или равенъ) 10 и, слфхов., состоить изъ двухъ или боле цыфръ. Изь 

сколькихь бы цыфръ онЪ ни состоялъ, усдовимся разсматривать его 

хакь сумму тольь. десятковъ и единицъ. 

187. Свойство числа десятковъ корня. Пусть требуется 

извлечь куб. корень изъ какого-нибудь числа, большахго 1000, нвир 
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изъ 571810. Предположимъ, что въ искомомъ корнВ десятковъ будеть 2 
(число это можеть быть однозначное или многозначное, все равно), & еди- 

ниць“у; тогда искомый корень выразится 102--у, слфдов.: 

571810== (105--у)8-- ост =100033--3. 1063%у--3. 10 --уй-- ост, 

Чтобы найти чиоло #, возьмемъ изъ обфихъ частей этого равенства, одн® 
только тысячи. Въ лёвой части этого равепства находится 571 тысяча, 
& въ правой тысячь или 7, или болфе (если тысячи окажутся въ сумм 
4-хь послёднихь членовъ); поэтому 

5712 и, слВд.: 2<571. 

Изь этой формулы слёдуеть, что 2? есть одинъ изъ цфлыхь кубовъ, 
заключающихся въ 571. Докажемъ, что за 2? нало взять наибольшЕй 
изъ этихъ кубовъ, т.е. 612. Въ самомъ дЪлЪ, если бы мы взяли за, 23 не 512, 
а, положимъ, 343, то 2 равнядся бы 7, а потому искомый корень былъ бы 7 де- 
сятковъ съ единицами. По 7 десятковь съ единицами (хотя бы еди- 
ниць было и 9) меньше 8 десятковъ, а 8 десятковъ въ кубВ составляють 
только 612 тысячь, что меньше даннаго числа; поэгому мы не можемъ 
взять 7 досятковъ съ единицами, когда и 8 десятковъ оказывается не много. 

з 
Если же &* = 512, 10 # = У =8. 

Отсюда, слфдуетъ: число десятков искомаго корня (будеть ли это чиело 
однозначиыиь ии много значнымь) разио вубх тому корню изъ наиболь- 

щаго цфлаго куба, заключающаговя въ числЪ тыслчъ дапнаго чиела. 
Когда данное число, какъ взягое нами, меньше 1000000, тогда, число 

тысячь въ немъ меньше 1000; въ отомъ случаЪ десятки корня легко нахо- 
дятся по таблиц кубовъ первыхъ 9 чиселъ. 

188. Свойство числа единицъ корня. Найдя десятки корня, 
вычиедимьъ членъ 10009 и вычтемъ изъ дачнаго числа; тогда получимъ 
первый остатокъ. Чтобы найти его, достаточно вычесть 23, т -е, 512, 
изъ 571 и къ остатку снести остальныя три цыфры: 

571810 
—512 

59810==3 , 10042 у--3 . 102у?--уз -|- ост. 

Чтобы вайти у, возьмемъ въ обфихъ частлхъ этого равенства, только 
однЪ сотни. Вь лЪвой части сотенъ 598, & въ правой За#у или больше 

(если сотни окажутся въ сумм послфднихь зрехъ членовь), поэлому: 

598=За?у; и слёд. 322598, постом < 

т-6. число единиць корня или разно цфиому частиому отъ двлешя 
числа сотенъ перваго остатка па утроеппый квадратъ числа десят- 

ковъ корпл, или меньше этого чаетнаго. 
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Подставивъ вмЪото 2 найденное для него число 8, получимъ: 

598 598 22 11 

< ы- т -36 
Отсюда видно, что у есть или 3, или 2, или 1, или 0. Чтобы опред$- 

лить, какое изъ этихъ чисель надо взять за у, испытаемъ сначала большую 

цыфру, т -е. 3. Для этого вычислимъ сумму членовъ: 3. 10022у--3 . 1Одуе--у* 

при 2=8 и у=3, осли получится чиело, не большее перваго осталка 53810, 

то испытуеная цыфра годится; въ противномъ случаз надо испытать сл%- 

дующую меньшую цыфру: 

322у.100=3.64.3.100==57600 
Зау?. 1)=3.8.9.10 == 2160 

у= = 27 
59787 

Испыгуемая цыфра годится. Искомый корень 83. Чтобы найти оконча- 

тельный остатокъ отъ извлеченя, надо изъ 59810 вычесть 59787; посль 
вычитан!я получимъ 23, всдвделве чего можно написать: 

571810=833--23. 

Вычисляя члены 322. 100 и За. 10, мы можемъ не писать на концв 
нулей, а только, при подписывании слагаемыхъ другъ подъ другомъ, имфть 
въ виду, что произведен!е 3а?у означаеть сотни, & 32у*—десятки. 

189. Извлечен1е кубичнаго корня, состоящаго изъ 
одной или двухъ цыфруъ. Если данное число меньше 1009, 
то куб. корень изъ ного выражается одною цыфрою, и тогда онъ находится 
по таблиц кубовъ первыхъ 9 чиселъ. 

Если же данное число, напр, 581810, боле 1000, но менфе 1000000, 
то куб. корень изъ него выражается 2 цыфрами. Согласно сказанному 
выше, цыфры эти всего удобнфе находить такимъ образомъ: отдфливъЪ 

з въ данномъ числЪ тысячи (571), извлекають куб. 
У 517810=83 корень изъ наибольшаго цфлахо куба, заключаю- 

512 щатося въ числ ихъ. Полученное число пишуть 

3. 81=192] 59310 въ корн$; это будуть десятки искомаго корня. 

3. 82.3=| 576 _ Возвыецвъ найденное число въ кубъ, вычитають 

3.8. 31=| 216 результагь изъ числа тысячь даннаго числах 
38= 27 къ остагку (59) сносять остальныя три цыфры 

[59787 подкореннаго числа. Отдфляють въ этомъ остаткв 
23 сотни; налбво отъ него проводятъ вертикальную 

черту, за которой пишуть утроенный квадралъ числа десятковъ корня. 

На это число дфлягь число сотенъ остатка. Полученную цыфру (3) подвер- 

талотъ испытанию. Даля этого вычисляють отдфльно три слагаемыя: утроен- 

ное произведене кв‘драта десятковъ на единицы, утроенное произведение 

десятков на, квадралъ едипаць и кубъ единицъ. Подписавъ эти сдагаемыя 
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другь подъ другомъ (при чемъ второе и третье сдвигалотъ на одно мфото 
вправо), находять ихъ сумму (59787). Если эта, сумма, оказывается не бонве 

остатка, то ее вычитають изъ него; въ противномъ случа$ подвергаютъ 

испытанию слёдующую меньшую цыфру. 

190. Извлечене кубичнаго корня, состоящаго изъ 
трех или боле цыфруъ. Пусть требуется извлечь куб. корень 
‘изь числа, большаго милиона, напр., изъ 53820756. Ку». корень изъ такого. 
числа бодЪе (или равенъ) 100 и потому соетситъ изъ 3 гли болЪфе цыфръ. 
Мы ‘однако можемъ его разсматривать, какъ состоящёй только изъ десят- 
ковъь и единиць. Чтобы найти десятки корня, надо, по коказанному, 
извлечь куб корень изъ наибольшаго цфлаго куба, заключающагося 
въ числЪ тысячъ даннаго числа, т.-е. въ 53820, Такъ какъ это число мене 
1000000, то корень изъ него найдемъ описаннымь ранфе ир!емомъ: 

Цыфры 9 и 8, по испытани ихъ, оказы- 
ваются велики. Такимъ образомъ, въ иско- 
момъ корнЪ оказывается 37 десятковъ. 

3. 372 = 4107] 3 
3.312.7=| 28749 
3.37. 72=| 5439 

Ти 343 

— из 
238123 

Чтобы найти единицы корня, надо, по доказанному прежде, найти 
предварительно первый осталокъ, т.-е. изъ даннаго числа вычесть кубъ 
десятковъ, т.-о. 37°. 1000. Для этого досталочно изъ 53820 вычесть 373 и къ. 
осталку приписать посльдн!я три цыфры даннаго числа, т.-е. 756. Оста- 
токъ оть вычитаны 373 изъ 53820 у насъ уже есть, именно 3167. Припи- 

шемъ къ этому числу цыфры 756; получимъ остатокъ 3.67756 оть вычи- 

тая 378, 1000 изъ всего даннаго числа. Отдфлимъ въ этомь остаткВ 
сотни и раздёлимъ число ихъ на 3.312, тогда, получимъ, по показанному, 
число, или равное числу единиць корвя, или большее его. Испыташемъ 
убъдимея, какая цыфра, будеть надлежащая. Дфйстые можно продолжать 

тамъ же, гд мы находили десятки корня. 
Вообще, чтобы извлечь куб. корень изъ какого угодно большого числа, 

надо сначала, извлечь куб. корень изъ числа его тысячъ. Если это число 
болье 1000, то придется извлекать куб. корень изъ чисда, тысячь этихь 
тысячь, т.-е, изъ миллоновъ даннаго числа; если и это число болфе 1000, 

то придется извлекать корень изъ числа тысячь иилионовъ,” т.-е. изъ 
билшоновь даннаго числа, и т. д, 
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Правило. Чтобы извлечь куб. корень изъ даннаго 

числа, разбиваютьъ его, отъ правойруки къ лфвой, на 
грани, по три цыфры въ каждой, кромЪ послЪдней, 
въ которой можетъ быть одна или дв цыфры. Чтобы 
найти первую цыфру корня, надо извлечь куб. корень 
изъ первой граци. Чтобы найти вторую цыфру, надо 
изъ первой грани вычесть кубъ первой цыфры корня 
къ остатку снести вторую грань и число сотенъ по- 

лучившагося числа раздфлить на утроенный квад- 
ратъ найденной цыфры корня; полученное отъ д$лен!я 
число надо испытать. Слёдующ!я цыфры корня нахо- 

дятся по тому же пр!ему. 
Если посл снесбния грани число сотенъ получив ша- 

гося числа окажется меньше дфлителя, т.-е. утроен- 
наго квадрата найденной части корня, то въ корнё 
ставятъ нуль и сносятъ слфдующую грань 

191. Число цыфръ корня. Изь разсмотрёня способа нахо- 
ждешя цыфръ кубичнаго корня слфдуеть, что вь кубичномъ корнЪ® 

отолько цыфруъ, сколько въ подкорениомъ чиелЪ граней, по три цыфры 
каждая, кромВ одной, которая можеть имЪфть и дв цыфры, и одну. 

2. Извлечеше приближенныхъ кубичныхь корней. 

192. Точные и неточные кубы: Числа, изъ которыхъ кубичный 
корень можеть быть выраженъ цфлымъ или дробнымъ числомъ, наз. точ- 
ными кубами; вс остальныя числа называются неточными кубами. 
Неточными кубами оказываются, во-1-хъ, вев тв цёлыя числа, которыя 
не представляють собою кубовт, цфлыхъ чиселъ, и, во-2-хъ, всф тв дроби, 

У которыхъ хотя бы одишъ чденъ не есть кубъ цфлаго числа. 
Изъ неточныхъ кубовъ можно извлекать только такъ-называемые при- 

ближенные кубичные корви, опредфаяемые слфдующимъ образонъ. 

193. Опредълеше приближенныхъ кубичныхъ корней. 
1) Приближеннымъ кубичнымъ корнемъ изъ даннаго 
числа (цфлаго или дробнаго) съ точностью до 1 наз ка- 
ждое изъ двухъ такихъ цфлыхъ чиселъ, между кубами 
которыхъ заключается данное число и которыя разли- 

чаются одно отъ другого на 1; меньшее изъ этихъ чиселъ на- 

зывается приближеннымъ корнемь съ недостаткомъ, а большее— 

приближеннымь корнемь съ избыткомъ. 

Такъ, если А есть данное число, то приближенные кубичные корни 
изь А съ точностью до 1 будуть два тавя цёлыя числа ди 2--1, кото- 

рыя удовлетворяютъ неравенствамъ: 

2<А< (а. 
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2) Приближеннымъ кубичнымъ корнемъ изъ даннаго 

с 1 
числа (цфлаго или дробнаго) съ точностью до 2 наз. каждая 

изъ дхвухъ такихъ дробей съ знаменателемъ п, между 
кубами когорыхъ заключается данное числои которыя 

1 
различаются одно отъ другого на меньшая изъ этихь дробей 

ваз. приближеннымь корнемъ съ недостаткомъ, а большая—прибли- 

женнымъ корнемъ съ избыткомъ. 
Такъ, если данное число есть А, то приближенные кубичвые корни 

=Ы, 
® 

1 
изъ А съ точностью до = будутъ двЪ такя дроби р которыя 

удовлетворяють двойному неравенству: 

бе (3) 
194. Правило 1. Чтобы найти изъ даннаго числа приближенный 

кубичный корень еъ недостаткомъ, съ точпостью дю 1, извлекають ку- 

бичпый корень изъ наибольшаго цФлаго куба, заключающагося въ цфлой 

заети дапнаго числа. 
Пусть, папр., требуется найти приближенный куб. корень, съ точностью 

до 1, изъ числа 500,6. Для этого находимъ к}б. корень изъ наибольшаго 

цфлаго куба, заключающагося въ 500, это есть 7 Такъ какъь 78<500, 

то, и подавно, 7*<500,6, съ другой стороны, 53>500, и такъ какъ 0,6 не 
составляють ни одной цБлой единицы, то 83>500,6. СлБд., каждое изъ 

чисель: 7 и 8 есть приближенный куб. корень съ точностью до 1 изъ 
числа 500,6, первое есть приближенный куб. корень съ недостаткомъ, 

второе—съ избыткомъ. 

Примъры. 

’— 

1) 0 иди 1 (до 1) 2) ут 8 или 9 (ло 1); 

Е: 
3 Е 6 иди 7 (10 1). 

Правило 2. Чтобы пайти изъ даниаго числа приближенный вубичный 

ворень съ педостаткомъ, съ точностью до ь умножаюгь даниое число 

ца и, изъ получениаго произведешя извлекають кубичный корень съ 

недостаткомъ, съ точностью до {, и дБлязЪь его иа п. 

Дьйствительно, пусть искомые приближенные корни изъ даннаго числа 4 

2. = 
съ точностью до + будуть ин - Согхасло опредвленйю, эти дроби 
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должны удовлетворять двойному неравенству: 

(: )' <а<(ЕН )' или =, акк. 

Умноживъ всё члены неравенства на #3, получимъ: 

2 <Ат<(а-+ 1), 

Изь огого неравенства видно, что числа 2 и 2-1 суть приближенные 
кубичные корни изъ числа Диз, съ точностью до 1. Найдя эти корни такъ, 

21 какъ было указано ранБе, мы получимъ числителей дробей = и а раз- 

дливъ ихь па и, найдемь и самыя дроби. 

Прим$ры. 

у 1 1) Найти у/ 5 сь точностью до Е 

‚АРЕН ть 

5. 8—=2560,/`2560=13 или 14 (до 1); И 
Ге 

2} Найти у до вотыхъ долей. 
й в 

$ - 1007-=444444 3; У/ЛАНАЯ-ТВ или 77, Ив или 0,77 (ко 0,01). 
з 

3) Найти У 2 съ десятичнымъ приближен! емъ, 

И -155. 
1 Сначала, извхекаемь корень съ точностью до 1 

3.1=3 [11000 это будеть 1. Чтобы найти цыфру десятыхъ, надо 
3.1. 6 было бы умножить 2 на 103, т.-е. къ 2 приписать 
3.1. 12 три нуля Очевидно, это все равно, что приписать 

2=| 8 къ остагку три нуля. Найдя цыфру десятыхъ, мо- 
728 жемъ снова приписать къ остатку три нудя и искать 

3. 12:=432]272000 — цыфру сотыхъ, и т. д. 
3.143. 2160 
3.12. 5*=| 900 

5°=| 125 

: р ! 
3. Извлечеше кубичныхь корней изъ дробей. 

195. Точный куб. корень изъ несократимой дроби можно извлечь лишь 
въ томъ случа, когда, оба, члена дроби точные кубы ($ 163,11). Въ этомъ 
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случа» достаточно извлечь короць изъ числитедя и зваменателя отдёльно; 
напр.: 

Приближенные куб. корни изъ дробей обыкновенно находятся такъ, 
какъ указано въ предыдущемъ параграф$ (примфръ 2). Вироземъ, можно. 
поступать иначе. Объяснимъ это на слфдующемъ примфрь: 

Найти приближенное значен!е 

Изь рэзложешя 24=2.2.2.3 видимъ, что если оба члена дроби 
Умножимъ на 3*, то стьлаемъ знаменателя точнымъ кубомъ; сдфлавъ это, 
извлечемь корень изь чисдителя и знаменателя отдфльно: 

з 

9, 
6 

з 
Найдя ‘45 съ какою-нибудь точностью дот и раздзливъ результать на 6, 

мы получимъ приближенный х:уб. корепь изъ дроби д съ точностью до & 

ГЛАВА У1. 

Понят о несоизм5римомъ чиелЪ. 
196. Соизм$римыя и несоизмфримыя значе- 

н1я величинъ. Общею м$ рою двухъ значен{ й 
одной п той же величины (папр., двухъ длииь, 

двухь угловъ, двухъ вЪсовъ ит. п.) паз. такое значен1е 
этой же величины, которое въ каждомъ 
изъ нихъ содержится цфлое число разъ. 
Нахождене общей мЪфры производится способомъ посл®до- 

вательцато дфленя такъ, какь это указывастся въ геомет/и 

для двухъ отрфзковъ прямой. Въ геометрли же доказывается, 
что существуютъ так!1е отр%ззки прямой, 
которые не им $ ютъ общей м$ры; таковы, напр., 

основаше и боковая сторона равпобедрениаго треугольника, 
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у которато углы при’основани равны 86°( =2/54), или дматопаль 

и сторона квадрата. Соотвтотвенио этому мы можемъ представить 

себЪ, что и друг величины могуть получать зпаченя, не имёю- 

пя общей м$ры. 

Два зпаченя одной и той же величины пазывалются сои з- 
м$фримыми, если они имЪють общую м$ру, и несоиз- 

мфримыми, если такой мфры ови не имЪють. 

197. Понят!е объ измфрен!и. ‘Чтобы избфжаль 
излишней отвлеченности, мы будемъ говорить, какъ въ этомъ 

параграфЪ, такъ и въ посл®дующихъ, пе о величинахь в о обще, 

а обь одной наиболфе простой д А В 

величин —именно, о длин 

отрфзка прямой. 6 | | р 
Черт. 21. 

Пусть требуется измЗрить 

длину отрфзка АВ при помощи единицы длины СЛ (черт. 21). 

Различимъ тогда 2 возможныхь случая: 
1-й случай, когда отрфзокъ АВ соизмВ- 

римъ съ единицей СР, т.-е. котда существуеть общая 

мфра отрзковь АВ и СР. Если окажется, что общей мфрой 

будетъ сама единица СО и она въ АВ содержится т разъ, то 

результать измрешя выразится цфлымъ числомъ 1 (АВ=тС); 
Ч 

если же общей мЪрой окажется нзкоторая ы доля СО, которая 

въ АВ содержится т разъ, то резульгать измфренйя выразится 

т т 
дробью м (--. ав="ор). Значитъ, въ разематриваемомь слу- 

чаё мы всегда можемъ получить точный результать 
изм $ репия, т.-е. всегда можемъ получить такое цфлое 
или дробное число, которое вь точности выражаеть 
длину АВ въ единиц СО. Объ этомъ числ мы будемъ говорить, 

что оно измфряетьъ отрЬзокь АВ (или. служить 

ему м%рою). 
2-й случай, когда отр зокъ АВ, несои з- 

мфримъ съ единицей СР, т.-е., когда не существуеть 

общей мзры АВ и СШ. Въ этомъ случа мы не можемъ получить 

точнаго результата изыфреня въ видв цфлаго или дробнаго 
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числа. ДЪйствительно, если предположимъ, что отрфзокь АВ 

т 1 
въ точности равияется — СО, то это значило бы, что- доля Ср 

® п 

содержится въ АВ ровно ® разъ; тогда, значить, ота, доля была бы 

общею м$рою АВ и СР. Поэтому, въ томъ случаф, когда такой 

мфры не существуеть, точнаго результата измфрешя при по- 

мощи цфлыхь или дробныхь чисель мы получить не можемъ. 
Но тогда мы можемъ находить приближенные ре- 

зультаты измф$рен1я и притомъ съ какою угодно 

точностью. Положимъ, напр., что мы желаемъь найти 

ь 1 
приближенный результать изм5реня съ точностью до 305 

1 
(. вообще до :) Тогда, раздвливъ единицу СЛ па 100 (вообще 

и” 

на т) равныхъ частей, станемъ откладывать па АВ одну такую 

часть столько разъ, сколько можно. Пусть окажется, что опа 
укладывается въ АВ болфе 123 разъ, но менфе 124 разъ (вообще 

болфе т разъ, по менфе ж--1 разъ). Тогда каждое изъ чиселъ 

328 м т т 
300 И 10 | Вообще — и —— | можно назвать приближениымъ резуль- 

дл тп 
татомъ измфревшя отрфзка АВ, первое число —съ недо- 

статкомъ, а второе —съ избыткомъ. 

Замфтимъ, что этимъ путемъ мы можемъ находить прибли- 

женные результаты измфреня и въ случа 1-мь, т.е. когда 

измфряемый отр$зокъ АВ соизм5римъ съ единицею СО; только 

въ этомъ случаф мы можемь найти также и точный резуль- 

тать, если пожелаемъ, тогда какъ въ случаЪ 2-мь такого ре- 

зультата мы никогда пе получимь. 

198. Соотв$тетв!е между числами и точками 
прямой. Для лучшато представлешя всего того, что мы 

будемъ говорить далЪе, мы обратимся къ ваглядному способу 

изображен1я чисель помощью направленныхь отрфзковъ пря- 

мой, къ способу, кь которому мы уже прибфгали въ началё 

алгебры ($14), когда говорили о числахь положительныхь и 

отрицательныхъ. Для этого возьмемь безконечную въ обЪ сто- 

роны прямую (черт. 22), на которой какую-нибудь точку А 
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примемъ за начало отрфзковъ; кромВ того, условимся, какое 
изъ двумь направиотй отой ирямой считать положительнымь 

и какое отрицательнымь (за иоложительное направлеше мы 
будемъ всегда принимать направлен е слЪва направо, указан- 
пос па чертеж стрФлкой). Такую прямую мы уже услсвились 
($ 14) пазывать числовою прямою. При данной едицицв 

длины ад (указапной па чертежь) казкдому числу р, излому или 

дробпому, положительному или отрицательному, соотвфтотвуеть, 
па числовой прямой опредЪлониая точка, представляющая собою 

конецьъ того соизмфримаго съ аф отрфзка, который изм$- 

ряется отимъ числомь ф и отложенъ па числовой прямой оть 
пачальной точки А вправо оть пея, если число р положитель- 
ное, п влЪво, если ошо отрицательное. На, нашемъ чертеж, 
папр., указапы точки, соотвфтетвующия цфлымъ числамъ: 
1, 42, +3... —1, —2, —3...; дробнымь числамь соотвфт- 

отвують промежуточныя точки. 

а-—$ — 
А, >. 

6—5 -4 5-1 0+1 +2 +54 +5 +6 
Черт. 22. . 

Но если всякому числу р мы можемъ пайти соотвфтетвую- 

щую точку па числовой прямой, то нельзя сказаль обратио, 

чтобы всякой точкЪ отой прямой мы могли пайти соотвЪтетвую- 

щее число. Есхи случится, что взятая на прямой точка, напр., В 

(черт. 22), есть конець такого отр®зка АВ, который несоиз- 
мЪр имъ съ единидею а, то такой точкВ ие будеть соот- 

вЪтствовать никакого числа, такъь какъ несоизм$римый отр$- 

зокъ АВ точно пе выражается пи нфлымъ, ни дробнымъ числомъ. 

199. Поняше о несоизм$римомъ чиелЪ. Чтобы 

установить соотвЪтолвае между числами и всЪ ми точками 
числовой прямой и такимъ образомъ получить возможность 

выразкать числами не одпи только соизмфримые съ единицей 
отрЪзки прямой, по и несоизывримые, падо расширить область 
чиселъ, введя въ пое, сверхь тЬхьъ чисель, которыя мы раз- 
сматривали до сего времени, еще числа особато рода, кото- 

А. Киселевъ. Алгебра, 14 
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рыя мы примемъ за мЪру песоизмёримыхь съ едипицею зпа- 
ченй величины. Числа эти мы будемъ называть несоиз- 
мфримыми (или иррац1ональными), а числа 
цфлыя и дробныя, которыя мы знали до сего времени, будемъ 

называть соизм$ римыми (или рац1опальными). 
Мы не будемъ устанавливать здфеь вполи® строгаго опре- 

дьленя несоизм$римыхъ чиселъ и дЪйствай надъ ними * У Огра- 

ничимся сообщешемь только самыхъ пеобходимыхь свфдьшй. 

Допускають, что при данной единиц длины каждой 

точкЪ В числовой прямой (черт. 22) соотвЪтетвуеть опредвлен- 

ное число, принимаемое за мру того отр®зка АВ, копцомъ 
котораго служить эта точка В. Если отр№зокь АВ соизм5римъ 
съ единицей длины, то точкЪ В соотвфтетвуегь соизм5римое 

число; если же онъ несоизмфримъ съ единицей длины, то точкв В 
соотвфтствуеть иЪкоторое несоизм$римое число, которое пельзя 
точно выразить цыфрами, но можно обозначить какимъ-нибудь 
знакомъ, напр., одною изъ буквъ греческаго алфавита: а, В, 1... 
Каждый приближенный результатъ изм5рен1я песоизмфримаго 

отрзка АВ, которому мЪрою служить несоизмЪримое число а, 

мы будемъ называть приближеннымъ значен1емъ 
этого числа а. Такъ, если, измФривъ отрззокъ АВ съ точностью 

т-Н1 1 т 
до. , мы получили числа „и-,—,то каждое изъ нихь мы па- 

тп 
зовемъ приближенныхь зпачен1емъ числа я съ точностью до 

1 т 
ЕО Такь какъ число я измфряеть соизм$римый отр$зокъ, мень- 

1 
шй АВ, а число" измЪряеть соизмёримый отр5зокъ, ббль- 

шй АВ, то несоизм$римое число а, принимаемое нами за м$ру 
отрёзка АВ, мы условимся считать ббльшимь соизм8римаго 

т т-1 р 
числа м и меньшимъ соизмримаго числа ——. Велфдств!е 

п 

т т 
этого паъ двухь чисель: „и-.— порвоо мы будемъ называть 

ь 

У 1) Эю сдьлано въ особомь Приложен!и, помьщенномъ въ конце 
этой книги, 
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приближеннымъ значенемь песоизмВримаго числа & съ не- 

достаткомъ, а второе приближеннымь значешемъ этого 
числа съ избыткомъ. 

'Несоизмримое число и мы будемъ считать изв стнымъ, 

если указанъ способъ, посредствомь котораго можно находить 
приближениыя значеня отого числа съ любою степенью 
точности (примръ, этому мы вскорз увидимъ). 

Число (соизмЪримое или несоизмВримое) считается поло - 

жительнымь или отрицательпымь, смотря по 
тому, измфряеть ли оно отрфзокъ прямой, имъющйЙ положи- 

тельное паправлеше, или отрицательное; па числовой прямой 
(черт. 22) положительнымь числамгь соотвтотвують точки, ле- 
жащя паправо оть начальной точки 4, а отрицательнымь 
числамь соотвЪтотвують точки, расположенныя нал%во 
оть А. Отрицательныя несонзмфримыя числа, такь же какъ и 
соизмВримыя, выражаются посредствомь знака минусъ, 
поставленнаго передъ абсолютной величиной числа, а поло- 
жительпыя числа посредствомь знака плюсъ (или совефмь 
безь знака). 

200. Равенство и неравенство чиселть. Два 
числа а и В (соизмфримыя или несоизмВримыя) считаются рав» 
ными, если, при одной и той же единиц длины, они служать 
м$рою двухь равныхьъ отрЪзковъ прямой (черт. 28) ММ и 

РФ. Если же отрЪзокъь ММ, измВряемый числомь а, больше 
(или меньше) отрзка РО, с. 

измфряемаго числомь В (при | 
той эже единиц длины), то р ы 

число а считается большимъ р р 
(или менышимъ) числа В. Черт. 23. 

Полезно замфтить слздующИЙй признакь равенства несоизм%- 

римыхь чисель '): 
несоизм $ римыя числа а и В равны, если 

ихъ приближенныя зпачен{я, взятыя оба 

съ педостаткомъ, или оба съ избыткомъ, 

1) Этотъ признакъ примфняется въ геометрш для опредЪленш!я равен- 
ства, несоизм$римыхъ отношен!й. 

14* 
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и вычисленныя съ произвольною, но оди- 
наковою точностью, оказываются но- 
стоянно Яругъ другу равными. 

Чтобы убЪдиться въ этомъ, предположимъ, что числа а и 8 

равны, пусть, напр., а<В. Тотда огрфзокъ ММ (черт. 24), 
измряемый числом о, меньше 
отрЪзка Р@, измБряемаго чис- 
ломъ В. Положимъ, что разность 
Р9—ММ равна 4. Возьмомь 

1 
Черт. 24. такую - долю едипицы длины, 

ъ 

которая была бы мепьше 4 (что всегда возможно, какъ бы мала 

длипа @ пи была), и найдемъ прибл. результаты измБрешя 
отрёзковь ММ и Р@ съ точностью до этой доли единицы. Оче- 

видио, что такая доля, содержась въ 4 по крайней мЪрЪ 1 разъ, 

содержится въ Р@ бблышее число разъ, чёмъ въ ММ; значить, 
тогда прибл. результать изм5решя отрфзка ММ будеть меньше 
прибл. результата измрешя отрЪзка Р@ (если оба результата 
взяты съ недостаткомъ, или оба съ избыткомъ). Но эти розуль- 
таты измёрешя суть вмЪстё съ тЪмъ и прибл. значе, съ 

1 
зочиостью до п’ чиселъ а п В. Значить, если я<в, то, начиная 

съ. н5которато достаточно большого зпачешя знаменателя в 

1 г 
въ дроби „, прибл. зпачеше числа & окажется мепьшимъ прибл. 

значешя числа В (если оба значешя взяты съ недостаткомъ, 

или оба съ избыткомъ). Поэтому въ томъ случа, когда. прибл. 

зпачешя чисель @ и В равны другь другу при всякой 

степени точности, мы должны заключить, что эти 
числа равны. 

201. ДЪйетыя надъ несоизм$римыми чис- 

лами. Пусть а, 8, 1... будуть дапныя поло жнтельныя 

несоизм$римыя числа. Обозначимъ соотвЪтетвенно черезъ а, 6, с... 

как{1я угодно приближепиыя значешя этихь чиселъ, взя- 
тыл съ педостаткомъ, и черезь 4, В, 0... как! я 

угодно приближепныя зпачешя ихъ, взятыя съ избыт- 
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комъ. Тогда мы можемь высказать схдующ опредфлешя 
ДЪйств надть посонзмфримьми числами. 

[°. Сложить числа а, В, (1... апачить тайти 
число, которое было бы больше каждой 
суммы 4--6-с-... и меньще каждой: суммы 
А-В--С+... 
Положимь, паир., что рЬчь идоть о двухь чиелахь я и 8, 

которыхъ десятичиыя приближенныя значешя, взятыя съ не- 
достаткомь, будуть слфдующия 1): 

до 0,1 що 0,01 | до 0,001 |до 0,0001 5 

Для числа а 1,7 1,73 1,732 1,7320 

Для числа 8 14 1 1,414 1,4142 + 

(Соотвьтотвующя приближениыя значешя съ избыткомъ полу- 
чалотся изъ отихь чисель посродствомь увеличешя, послёдияго 
десятичцато знака па, 1). ы 

Тогда сложить & и 8 значить пайти число, которое было бы 

больше каждой изъ суммъ: и меньше каждой изъ сумм: 

Т-Н1,4 1,8-1,5. 

1,73--1,41 1,74--1,42 

1,738 1,415 
1,7321 1,414: 

173-1414. 

1,7320 --1 ‚414; 

2. Поремпожить числа а, В, 1... значить 
пайти число, которое было бы больше 

каждаго произведен{я 04... и меньше ка- 
ждаго произведен!я АВС... ?). 

Такъ, беря приближеццыя значешя чисель а и В, указаиныя 
выше, мы можомь сназаль, что произведено а8 представлясть 
в0бохо число, которов 

=) Взяты приближенный значеля чисел: а=/ Зи =. 
2) Въ теорли несоизмвримыхь чисель (см. Приложен!е! въ конц 

этой книги) доказываетел, чго иском,е число, о когоромъ товорится въ 

опредфлешяхъ 19 и 22 (& сиБлов., и вь остальныхъ), при всяких данных® 

цислахь а, В, |... сущесгвуегъ и только одно. 
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больше каждаго изь произведен; | и меньше каждаго язъ произведен! й; 

1.7.14. =—2,38 1,8.1,5.... 2,10 

1,78 . 1,41..н 22,4898 1,74. 1,42, ;4708 

1,732 , 1,414...=2,449048 1,783 . 1,415,..==2,462196 

1,1320 . 1,414: 44970903 2,44939440 1,7321 ‚, 1,4143 

83°. Возвысить число я въ степепь съ ц%- 

лымъ положительнымь показателем в 
значить найти произведен{е аоа... и, соста- 

влениое изъ п одипаковыхь сомножито- 
лей, равных од. 

Это произведеше, согласно опредфленцо умноженйя, должно 

быть больше каждато а” и. меньше каждаго А”, 

4°. Обратныя дФйствя, т.е, вычитан1е, дз лен1е 

и извлечен1е корня, опредфляются для несоизм$ри- 
мыхь чисель такъ же, какь и для соизмримыхъ; такъ, вычесть 
изъ числа д число В зпачить найти такое число х, чтобы сумма 

В--2 равцялась а, ит. д. 
Если изъ чиселъ а, В, 1... нкоторыя будуть соизм $ ри- 

мыя, то въ данныхъ выше опредвленяхь (прямыхъ дВйств!й) 

вмЗсто приближениыхь значейй такихьъ чисель можно брать 

точныл ихъ величилы; если, папр., и несопзм$римое число, 
а В соизмБримое, напр. В=5, то, обозначивь, какъ и прежде, 
черезъ а любое приблизкенное зпачеше числа & съ недостаткомъ, 
и черезь 4 л1юбое приближениое значеше числа © съ избыткомъ, 
можемь сказать, что сумма «--5 воть такое число, которое 
ббльше каждой суммы а--5 и меньше каждой суммы А--5. 

Произведене  несоизмримаго числа на нуль прини- 
мается равнымз 0. 

Когда среди чисель а, В, 1... встрёчаются отрицатель- 
ныя, то дЪйств1я падъ ними производятся согласно правиламь, 
даннымъ для отрицательныхь соизм5римыхъ чисель; напр., при 
умножеи двухъ чисель одинаковые знаки дають плюсъ, 
а разпые—минусъ, а абсолютный величииы перемножалются. 
При болфе обстоятельномъ‹ раземотрЫши дЪйствйЙ надъ пе- 

соизм5римыми числами, можно установить 1), что этимь дЪй- 

2) Это сдвлано вв Прихо жен! и, помёщенноми въ Бонцф этой книги. 
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стыялмь принадлежать т же свойства, которыя нами были 

указаны для дФйствйй надъ числами соизмфримыми ($ 19, 36); 

папр., сумма и произведеше обладаютъ”свойствами перемфоти- 

тельнымь и сочетательнымь; произведене, кромВ того, еще 
обладаеть распред®лительнымь свойствомъ, и т. п. Свойства, 

зыражаемыя неравенствами, также примфнимы къ 
чиеламь носоизмбримымь; такъ, если &>В, то а-1>В-+т, 
а1>ВТ (если 120) и «< ВТ (если 1<0), и т. и. 

202. ЗамЪчане о приближенномъ вычиеле- 
н1и. На практик, при совершеши какого-либо дЪйств1я надъ 

песоизмфримыми числами, приходится большею частью доволь- 
ствоваться приближеннымь результатомь этого дЪйстыя, 

Вь этомъ случа весьма важно знать, какъ велика погрёшиость, 
допущенная при этомъ. Покажемъ на примфрф, какь можно 
опредфлять такую погрФшность. Пусть требуется вычислить 

произведеше -аВ въ томъ случа, если прибл. значен!я чисель 

а и В будуть тЪ, которыя указаны выше (на стран. 213). Тогда, 

отрапичиваясь для я и В прибл. значешями съ точностью до 
0,0001, мы будемь имЪть (по опредЪлешю умпожешя); 

2,44939440<а8<Я,44970903. 

Мы видимъ, что у крайпихъ чисель этого двойного неравен- 
ства одинаковы числа пфлыхъ, десятыхь, сотыхъ и тысячныхъ; 
такь какъ произведове аВ заключается между этими крайними 
числами, то, значить, ав=2,449 К, тдВ К есть нЪкоторое поло- 

эжительное число, меньшее 0,001; потому, отбросивъ ® и принявъ, 
что аВ=2,449, мы будемъ имфть прибл. значеше этого. произ- 
веденя съ недостаткомъ, при чемъ ошибка менфе 0,001. 

Подобнымь образомъ можно поступать при вычислени суммы 

и степепи. 
При вычисленш разности и частнаго приходится нЪФоколько 

измЪнить указанный прёемъ. Положимь, напр., надо вычис- 
лить разность а—В тзхь же чисель, о которыхь мы сей- 
чась говорили. Возьмемь сначала для & значеше съ недостал- 
комъ, напр., 1,732, а для В значеше съ избыткомъ, напр., 1,415; 

тогда для разпости а—В мы получимъ значеше съ недо- 

статкомъ, именно 0,317. ПослЪ этого возьмемъ для а зна- 
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чоше съ избыткомъ, папр. 1,183, а для В значеше съ педостат- 

комъ, 1,414; тогда для «—В мы получимъ значеше съ избы т- 

КоОмМЪ, „именно, 0,319. ОлЪдовахельно, 0,317<а —8< 0,319. 

Поэтому, положивъ а—3=0,31, мы будемъ имфть приближопное 

значеше этой разности съ педостаткомьъ, при чемъ ошибка мепбе 

0,01 (положивь а—В==0,317, получимъ приближепиое зпачеше 

еъ педостаткомь съ точностью до */озо). Такь же падо по- 
ступать при вычислени частнаго а:В. 

ГЛАВА УП. 

Неесоизм$римыя значен!я радикаловъ. 

208. Приближенные пт-ые корни. Прибли- 

женпымъ ариеметическимъ корпемъ т-ой 

1 
степени, съ точпостью до -, изъ положи- 

% 

тельнаго числа 4 пазывается каждая изъ 
двухъ такихъ арпеметическихь дробей: 
х 2-1 
и -; о между т-ыми степенями которыхъ 

заключается число 4; такимъ образомъ, дроби оти 
должны удовлетворять двойному перавенству: 

В 
ЗдЪсь знакъь = (въ соединеши со зпакомъ <.) мы поставили 

длл того, чтобы не дЪлать исключешя для случая, когда число 4 

есть точная т-ая стопепь, п цфдое число ® взято такимъ, что 
ау 2 

степепь 0 оказывастся равной 4; тогда, копечно, число — 
п 

будеть точным корнемъ-т-ой степени изъ А. 
При п=1 указанное перавенетво даеть: 

<аАеН)". 
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Тогда цзлыя числа х и 2--1 будуть приближенными корнями 

т-ой степени изъ А съ точностью до 1. 
Можно такзие сказать, чтозприближенный корень. 1-ой сте- 

1 
пени изъ числа 4 съ точностью до —, ВЗЯТЫЙ съ недостаткомъ, 

п 

1 
есть наибольшее кратное дроби -, котораго 

® 

т-ая степень пе превосходить А. 
1 

Докажемь, что, какъ бы мала ни была дробь я всегда воз- 

можно пайти съ точностью до этой дроби приближенные корни 

бой стенопи изъ велкаго положительнаго числа А. Оъ этою 
цвлью вообразимь, что чиела натуральнато ряда возвышепы 
въ т-ую степень и полученные результаты выписаны въ возра- 
стаоций рядъ: 

"=, 1", 9", 3", 4”..4", (а... 

Будомь въ этомъ ряду искать число, равное произведено 

Ат”, или близкое къ нему. Очевидио, что переходя въ ряду 
слЪва направо все далфе и далЪе, мы всегда встр$тимъ въ пемъ 

два такихъ рядомъ стоящихь числа, что, первое будеть равпо 
или меньше Ам”, а второе больше этого произведеня. Пусть 

эти числа будуть а” и (а--1)”, такъ что: 

а”< Ат<а-1). 

Тогда, раздфливъ воф числа па и”, получимь: 

АИТ, =. . (9)< <4 <). 

Р а а- 
Такимь образомъ, мы пайдемь дв дроби: ы и и которыя, 

согласпо опредфлешю, и будуть приближенными корнями т-ой 
степепи изъ числа А. 

= 
204. Точное значене ИА въ томъ елучаз, 

когда А не есть точная #т-ая степень. Разъяспимъ, 
„_ 

что вь этомъ случа точная величина А есть ифкоторое ие- 
соизмфримое число и, которое больше всякаго прибдиженнато 
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корня т-ой степени изъ А, если ототь корепь взять ©ъ недо- 

статкомъ, и меньше всякаго приближеннахо кория 1-ой степени 

изъ А, если этоть коропь взять 0% избыткомъ. 

Уз=1,1320... Для ббльшей ясности мы будемъ говорить 

т пе о кори ж-ой степени вообще, а о корн® 

2720'0 квадратномъ, и не изъ какого-пибудь по- 

7189 пожительнаго числа 4, а изъ одного опредфлен- 

3481 10'0 паго числа; напр., мы будемъ говорить о Уз. 

311 089 Вообразимъ, что мы вычислили неограничен- 

6924 изъ трехъ съ точностыо: до 0,1, до 0,01, до 0,001, 

и до 0,0001 ит. д. Эти значешя будуть: 

34 ы 109 ный рядъ приближенныхь корней квадратныхь 

в. 

Съ недостаткомгь: 1 | 1,73 | 1,732 | 1,7820 | ие 

Съ избыткомъ: | 1,8 | че | 1,783 | 1,7321 

Отнесемъ всЪ оти числа къ числовой прямой, на которой 

точка А припята за начало отр$эковъ (черт. 25). Пусть точки: 

Ъ,, Ъ,, 63... (и вобоще точки Ъ) будуть соотвЪтетвовать числамъ 

верхпей строки (т.-0. АБ. =1,7, АБ» =1,13... ит. д.), а точки 

- В, В», Вз... (и вообще точки В) будуть соотвЪтствовать числамъ 

нижней строки (т.е. АВ,=1,8, АВ,=1,14..., ит. д.). Такь 

ен --- 

А 66 Х ВЫВ 
Черт. 25. 

какъ каждый корепь съ недостаткомъ всегда меньше калкдаго 

корпя съ избыткомъ (потому что квадрать перваго меньше 3-х, 

а квадрать второго больше 3-хъ), то каждая точка © должна 

лежаль нал во оть каждой точки В. Сь друтой стороны, 

разность между приближениымь корпомь ©ъ избыткомъ и 

соотрфтотвующимь приближепнымь кориомъ ©ъ недостаткомь 
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1 
(= число 2 мозкеть быть сдфлапа какъ угодно мала; поэтому 

при неограпиченпомъ увеличен1и степени точиаети, ©ъ какою 
мы находимъ приближенпые квадратные корни изъ 3-хь, про- 
межутокъ на числовой прямой, отдфляюций точки $ оть точекъ В, 
(-е. промежутокь 6,В; 6,В», 9,В,...), становится все меньще 
и меньше и можеть сдфлатьсн какъ угодно малымъ. При этих 
условяхъ мы должны допустить, что на прямой существуеть 
нЪФкоторая точка Х (и только одна), которая служить грани- 
цею, отдфляющею ту часть прямой, на которой лежать вов 
точки 6, отъ той части ея, на которой расположены вс точки В. 

Чтобы сдЪлать пагляднымъ существован!е такой точки Х, 
вообразимъ, что всё точки 6, а также и вся часть прямой, ле- 
жащая налЪво оть любой точки Ь, окрашепа въ какой- 
нибудь одинаковый цвфть, папр., въ зеленый, а вс точки В, 
а также и вся часть прямой, лежащая направо оть любой 
точки В, окрашены въ другой цвфть, папр., въ красный. 

Такъь какъ каждая точка $ лежить налфво оть _ каждой 
точки В, то яспо, что зеленая часть прямой не можеть зайти 
на краспую часть, и потому между этими частями должна, быть 
какая-нибудь граница. Продположимъ, что зеленая часть будоть 
отдфляться оть красной какимъ-пибудь пеокрашеннымь от- 
р8зкомъ прямой (напр., отрёзкомъ &,В:, черт. 25); тогда, 
очевидно, промежутокь между точками © и точками В не можеть. 
сдвлалься мепьше отого отрЪзка; между тЬмъ, какъ мы видфли, 
этоть промежутокь можеть сдфлаться какъ утодно малымъ, 
СОлфдовалельно, нельзя допустить, чтобы между зеленою и крас- 
ною частями прямой быль какой-нибудь, хотя бы и очепь ма- 
лый, отрЪзокъ прямой; по тогда остается только одно пред- 
положеше, что грапицею между этими частями служить точка, 
напр., точка Х (черт. 25) *). 

Обозначимь буквою & положительное число, соотвЪтотвую- 
щее этой точкВ (т.е. число, служащее мЪрой отрёзка 
АХ). Покажемь, что квадрать этого числа должень быть 

2) Это паглядное пояспеше заимствовано нами изъ книги «Тебопз а]- 
Ето её Ч’апа1узе» рат Д и1ез Таппегу; юше ргеимег, 1906. 
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въ точности равень 3. Пусть « и А будуть кавйя-пибудь 

приближенныя значеня числа @, первое съ недосталкомъ, 

а второе съ?избыткомъ.:” Тогда &?, согласпо опредвлешио 

степени ($ 201, 3°), есть такое число, которое больше ка- 

ждаго а? и мепыше каждаго 4?. По приближенными значе- 

ями числа а пазываются приближенпые результаты измфрешя 
отрёзка АХ, которому м5рой служить число а; эти же резуль- 
таты суть тБ числа, которыми выразжалотся отрфзки 46., 46...., 

АВ,;, АВ.... (черт. 25), т.-е. т числа, которыя составляють 

приближепиые квадратпые корпи изъ 3-хъ. Число же, ббльшее 
квадрата каждаго приближеннаго квадратпаго корня изъ 3-хъ, 
взятаго съ педостаткомъ, и меньщее квадрата каждатго прибли- 
жепнаго квадратнаго кория изъ 3-хъ, взятаго изъ избыткомь, 
есть 3 (согласно опредфленйю приближенныхь квадратныхь 
корней изъ 3-хъ). Зпачить, а? и есть 3. Отсюда, конечно, сл$дуетъ, 
что число а должио быть несоизмфримое, такъ какъ не су- 
ществуеть соизм5римаго числа, квадрать котораго равнялся бы 3. 

Мы говорили о уз только дня простоты. Все сказанпое объ 

этомъ частиомъ случа кория можио повторить о кори любой 
т-ой степени изъ любого положительнаго числа А. 
Такимъ образомъ, будеть ли А точпая или неточная т-ая 

=, 
степепь, всегда можно сказать, что У/А есть ифкотороз число 
(соизм$римое или песоизм$римое), т-ая стенень когораго въ 

точности равна А. Поэтому всф свойства радикаловъ, оспован- 

пыя па этомь опредфлеши корпия (эти сгойства выражены 

3-мя теоремами $ 166-го), примфиимы также и къ песоизм&- 
римымъ ихь значешямъ. Такимъ образомъ, каковы бы пи 

были положительныя числа а, 6, с..., всегда можемъ писать: 



ГЛАВА Ууш. 

Дъйетв!я надъ радикалами. 
Предварительное зам чан!е. Всф корни, о кото- 

рыхь говорится въ этой глав, предполагаются ариеметиче- 

скими ($ 162). 

205. Теорема. Величина корня це измЪиитея, вели по- 

кизатоля его и показателя подкорепного чиела: 
1°, умножимъ па одно и то же цфлое и положительное чиело 

или, 2°, раздфлимь на одио и то же цфлое и пололизтельное 
чиело, еели таковое дфлене совершается нацфло. 

Доказательство. 1°. Требуотся доказать, что 
п 
ут =у а, 

тд т, п п р кавя-пибудь цфлыя положительныя числа. Для 
доказательства возвысимь 00% части этого предполагаемаго 
равецства въ ир-ю степень. Отъ возвышешя правой части ра- 
венства получимъ а”? (такъ какъь извлечеше кория ир-й сте- 

пеши и возвышеше въ пр-ю слепень суть дист я, взаимно 

упичтожающуяся). Чтобы возвысить лфвую часть равенства 

въ пр-ю степень, мы мозкемь ($155, теор. 2) возвысить ее спа- 
чала въ и-ую степепь (получимъ а”), а потомъ въ р-ую степепь 

(получимъ а”?). Мы видпмъ, такимьъ образомъ, что два числа: 
и п 
у и у”, оть возвышеня въ одиу и ту же ир-ю степень, 

далоть одпо и то эже число а”; слЪдов., оба эти числа, пред- 
ставляють с0б00 ариомстическй корепь ®р-й степепи изъ числа 
а”?. Но арнометическй корепь даиной степени изъ даннато числа, 

" и 
можеть быть только одинъ ($ 168, 11); поэтому У ум”. 

2°. Читал доказаиное равенство справа палЪво, т.-е. такъ: 
м— *— УИ, 

мы замфчаемъ, что величипа корня пе измЪняется оть дфле- 

в1я его показателя и показателя подкоренпого числа па одпо 
и 10 же цЪлое и положительное, число, когда такое дзлен1ю 

сорершается пацфло. 
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ЗамЪчан1е. Число р, на которое мы умножаемь или 

дфлимъ показателей кория и подкоренного числа, предпола- 

талось нами цБлымъ и положительнымъ, потому 
что если бы оно было дробное или отрицательное, то мы полу- 

чили бы корепь (и подкорениое число) съ показателемъ дроб- 

нымъ или отрицательнымь, а корней съ такими показателями 
мы не разсматриваемъ. По той же причин8 при дБлени по- 

казателей корня и подкоренного числа на р предполагается, 
что это дЪлен1е выполняется нацЪло. 

206. СлЪдетвя. 1°. Показателей ифеколькихь корпей 

можно едлать одипаковыми (подобно тому, какъ знаменателей 

нЪсколькихь дробей можно сдЪлать равными). Для этого до- 

статочио найти общее кратное (лучше всего, наименьшее) по- 

казателей вофхь радикаловъ и помпожить показателя каждаго 
изъ нихъ и показателя подкорепного числа на соотвзтетвую- 

щаго дополнительпаго мпожителя. 

маи ны. ба 
Примфръ. Ум, Им, У 

Наименьшее кратное показателей этихъ радикаловъ есть 12; 
дополнительными множителями будуть: для перваго радикала 6, 
для второго 4 и для третьяго 1; на основаши доказанной тео- 
ремы можемъ написать: 

8 12 3 +12 12_ 12 
Уз=У а» =У в; У у®; Уг=У=. 

2°. Показателя корня и показателя подкорениого чиела 
можно сократить на ихь общаго множителя, если ошь есть. 

ПримЪры. 1) Ув-} а; 2) уая=и 1+2. 

3°. Шели подкоренное выражеше предетавляеть собою про- 
изведене етепопей, показатели которыхь имфють одного и. 
того же общаго множителя съ показатолемь кория, то на этого. 
множителя можно сократить вефхъ показателей. 

12 12 

Примфръ. уУба иво) зая. 
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207. Подобные радикалы. Подобпыми радикалами 

наз. таке, у которыхь одинаковы подкоренныя выражен!я и 

одинаковы показатели радикаловъ (различаться могуть, сл- 

довательшо, только множители, стояще передъ знакомъ ради- 

.— = 

кала). Таковы, папр., выражешя: за зу и —5 зу. 

Чтобы опредфлить, подобны ли между собою данные ради- 

калы, слЪдуеть предварительно упростить ихъ, т.-е. если 

возможно: 
1) вынести изъ-подъ знака радикала тзхъ множителей, изъ 

которыхь возможно извлечь корень ($ 168, 1°); 

2) освободиться подъ радикалами оть знаменателей дробей 

($ 168, 3°); 
3) попизить степень радикала, сокративъ показателей корня 

и подкоренного числа па общаго множителя ($ 206, 3°). 

з в 
ПримЪръ 1. Радикалы: У 8023, У64й?у окажутся по- 

добными, если ихъ упростимъ такъ: 
3 3 6 6 3 

Уаз =2зУ а; Узаув=уу = а. 

ПримЪръ 2. Три радикала и = я у‘ и У 52 окажутся р 
подобными, если освободимся подъ радикалами оть знаме- 

нателей: 

у: у В И: Ув зу. 

208. ДЪйствя надъ ирращюнальными одно- 

членами. 

1°. Сложене и вычитан!е. Чтобы сложить или 
зычесть ирращюопальные одночлены (т.-е. одночлены, въ которые 
входить дЪЙств!е извлечешя корня), соедипяютъ ихъ знаками -- 

или — и, если возможно, дфлають приведене подобныхъ ра- 

дикаловъ. 
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Примъры. 

1) дуть атееу ово ще = 

еиу жа ас; 
з 3 Рин $ — За; з_ 

2) 15/332 "И * Уов-вут ву 4—у& 
8 *—. 

—3У4=4; 

3) Ри вены гу 1-=Уныу а: 4 =. 
а 

. Умножене. Такь какь /дь..=УауЪус.. © 160, 
ру АЕ 

теор. 1), то и наобороть: Узи уг... =Ущь...; зпачить, чтобы 

перемиожить иЪфеколько радикаловъ еъ одинаковыми показа» 
телями, достаточно перемножить подкоренныя чиела. 

Если для перемпожешя дапы радикалы съ различпыми по- 
казателями, то ихъ предварительно приводять къ одппаковому 
показателю. 

Если передъ радикалами есть кооффищенты, то ихъ пере- 

множалотъ. 

Прим$ры. 

1) вуза. Уз „БУ =еау втут= 2035", 

4 з т 6 т: 12 ). 12 12 / 12 т 

2) Уз: - УИ) у -У Зи Ут 

3°. ДЬлЬН1е. Такъ какъ у 

„ з 
а а 

наоборотъ: у, значить, чтобы раздфлить радикалы 

У 
съ одипаковыми показателями, достаточно раздлить ихъ под- 
коренныя чиела. 

($ 166, теор. 3), 0 и 

Уь 
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Радикалы съ различпыми показателями предварительно при- 
водяТь КЬ одипаковому цоказателю. 

Если есть коэффищепты, то ихь дФлять. 

Примзры. 

— ——) их ;2 = и = 2Ь 4“ $6. Е ав Ух 
26 аа) 

‚у у И тя ц 

| а-5 ав Гав ^ 

и И. 2а3 Ей 3 и 
> 55 а—с 155 а—х 50467 (а—2)4а8 10 4 ` 

&. Возвышен1е въ степень. Чтобы возвысить ра- 
дикаль въ степень, достаточно возвыеить въ эту степень под- 
коренное число. ДЪйствилельно, если показатель степени -есть 
цфлое положительное число т, то: 

м в мож 
( а) =Уа. Иа. Иа 

Эта теорема остается вБриой и для отрицательнаго пока- 
зателя—т; дфйствительно, тогда: 

т | 

Иа 
Наконець, если показатель степени есть 0, то 

„ Е „о в 
(Ид= и Уй=ИТ=: вабд., (72) =Ум. 

Прим$ры. 

4 3 4 4 4 

1) (зая) == ба’ = вазе Варя: 

(И И Е 
1 У т СИ те 

А Киселовь Адге р 15 



У. - 3) (у а ъ а (И _@ та 

=а3/ =. 

5°. Извлечене корня. Чтобы извлочь корень изъ ра» 

дикала, достаточно перемпожить ихъ показателей, 

(Требуется доказать, что У У=-И&, я и вообще: 

Уу-У 
Для доказательства возвысимъ об части этого предпола- 

таемаго равецства въ ти-ую степець. Отъ возвышешя правой 

части получимъ, по опредЪленцю корил, а; чтобы возвысить 

лЬвую часть вь тп-ую степепь, можио возвысить сначала 

въ п-ую степень, потомъ результатъь въ т-ую стенепь: 

и т_\т"® зн | = _\" 

И-И-)-. 
Отсюда видно, что преднолагаемое равенство взрно. 

СлЪдетвИя. 15. Результать нфсколькихь послфдователь- 
пыхь извлочен1й корней не зависитъ отъ порядка дЪйствай; такъ: 

ИУ 
ву з-Уз

 ай ИЯ
- ИЕ 

2. Извлечешо корил, у котораго показатель число составное, 
сводится къ послфдовательному извлечено корией, у которыхь 

показатели простые множители этого составпого числа. Такъ: 

и } У И и-Ууз 

ПримЪръ. Преобразовать выражеше у зв И 13 

Подведемъ мпожителя 25° нодъ знакъ квадратпаго радйкала, 
для чего предварительно возвысимъ его въ квадрать; тогда 
получимъ: 
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Ю + 4 

1 7—В ИУ в- ИУ=- И у Е 

Теперь подведемъь множителя х подъ знакь радикала 6-й 

степепи; тогда получимъ: 

( % 

Ренье Мыс И 

у Уг.зя= у Уз = 328. 

209. ДЪйств!я надъ ирращональными много- 
членами производятся по тёмь же правиламъ, кавя были 

выведепы раньше для мпогочленовь ращональныхь. Напр.: 

9 (ИБ в-чутчтв=ва Ут 

2) (уяииумьн/ п? 

210. Освобожден!е знаменателя дроби отъ 
радикаловъ. При вычислеши дробныхъ выражешй, зпаме- 

натели которыхъ содержать радикалы, бываеть полезно предва- 
рительно преобразовать дробь такь, чтобы знаменатель ея не 

содержалъ радикаловъ. Чтобы указать пользу такого преобра- 
зовашя, положимъь для примВра, что намъ нужно вычи- 
слить: 

ыы 
Уз-—Уз в) 

Мы можемъ производить вычислешя или прямо по этой фор- 

мулВ, или же предварительно сдёлать ея знаменателя рацо- 
нальпымъ, для чего достаточно умножить оба члена дроби (1) 

на сумму Уз-+И?2: 

Уз+У? Уз ых Р 

о 5 И © 
15* 
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Формула (2), очевидно, удобиве для вычислешя, чфмъ фор- 
мула (1) *). 
Приведемь просгВйп!е примфры освобожден!я знаменателя 

дроби оть радикаловъ *): 
т — 

1) —=: Умпоживъ числителя п зпамепателя па И а, получимъ: па 

Когда а есть число цфлое составное, то полезпо разложить 
его па простыхь мпожителей съ цфлью опредёлить, какихь 
множителей педостаеть въ пемъ для того, чтобы а было точнымъ 
квадратомъ. Тогда достаточно умпожить оба члеца дроби па 
квадратный корень изъ произведешя только недостающихь 
множителей; такъ, папр.: 

т В еы тИ?2.5 тИ16 т 10_т/10 

Ую У?225 И25. Уз5 унй 25 5 
т ых 3) = Умпожимь числителя и знаменателя на а—}/б: а+УЪ 

т _ та—У5) _ та—туъ 

а+ИЪ (+) е-И) @ъ 
3) Подобно этому для освобозкденя оть радикала знамепа- 

теля дроби 
а: 

т г 
7 достаточно умпожить оба ел члена, па, а«-+У ъ. 

1) Удобиве не только погому, что она содержить 3 дЬйствя, а не 4, 
какъ формула (1), но также и потому, что при вычислея, хоторое но 
необходимости можеть быть только приближениое, стенень погрфшности 
результата сравнительно просто опредфляется по формул (2) Такъ, вы- 
числивъ У Зи И 2 съ точностью до > т.-е. положивъ УЗ = 1,732...и 
У2=1АМ..., мы получимъ по формул (2) число 3.146..., которое, какъ 
легко сообразить, точно д (сярд. , въ отомъ чисаБ нельзя ручаться за 
правильность цифры лысячныхъ). 

3) Общ способъ освобождения знаменателя дроби отъ радикаловъ ука- 
занъ ниже, въ $ 236, 
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т Иа 
—^_. Умшожимь числителя и зпаменателя на /а+УЗ: 

ы Уа=уь 
т шИа—Уь т/Уа—тУь й 

Уз+Иь УИ а— 

т 2 а+ 722 тУа+тУ5 | 

Угу ИУ-Удучуй  °ъ 
2% 

5) —=_—__=. Желая сначала освободить знаменателя отъ 
Уа+Уъ+ с 

радикала с, примемь совокупность остальшыхь членовъ за 

одночленъ; тогда знаменатель приметъ видъ (Ие+Ио: + У. Умно- 

ждмъ теперь числителя и знаменателя дроби па (Иа+У-Ис. 

Тогда въ зпамепател иолучимъ: (Искуб-е=а--9+ау 5. 

Умноживъ опять числителя и знаменателя на, (а--—9—24, 

получимъ въ знаменател® ращопальное выражеше (а--5—с)*—4а6. 

6) Подобнымь шраемомъь можно уничтожить въ зпаменател® 

сколько угодно квадратныхъ радикаловъ. Пусть, напри- 

мЪфръ, знаменатель есть: ИИ &+Иж+Уь. Представивъ его 

въ видъ: Уа+И УИ + в замВчаемь, что имфемъ 

ло съ тремя различными радикалами: Уа, Уб и Ис. Желая 

освободиться оть радикала, У“ выцесемь его за скобки изъ 

воъхь членовь, гдф онцъ встрфчается: Иваничи 9+уь. 

Теперь очевидио, что для упичтожешя Уа достаточно умно- 

жить зпаменателя (а сл$д., и чиелителя) на, У +Унуд-Уь; 

тогда въ знамепателЪ получимъ: 

ауд -ена-нь-нае-аа бов са в—ь. 

Желал теперь освободиться оть У, представимъ знаменателя 

въ видЪ двучлепа: 

Уко-аа/ 9-(а-ф-рав-ве-зау ©) 

и умпожимь числителя и зпамепателя дроби па разность этихъ 

членовъ; тогда въ знаменателВ получимъ: 

ааа <) (а-раф-рае--фо-аау/ с). 
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Раскрывъ скобки и поступая съ И совершенно такъ же, осво- 

бодимсл и оть него. 
‚2 * 

7) Если знаменатель имфеть видь: Уа-Ь, или ау, 
з 3 

или Уз= У, то мы можемъ сдёлать его рашонпальнымь, осповы- 
ваясь на тождествахъ ($ 80, УТ: 

(уе ту-у) = 
(ей —зу-) =. 

т 

Пусть, папр., дана дробь 5——з_‘ Обозпачивь для краткости 
—Уь : >. У-У 

Уз черезъ 2 и УЪ черезь у, умножимь числителя и знаменателя 
на 2?-+ху-+у?: 

т та ау-у?) та?-тгу-тий 

2—у (ау (у) эф ‘ 

Но 2=а п у=5; слёд.: 

т__ ту з-нтуау = „уя Чиа у. 

У а а 

8. Вообще, когда знаменатель дроби есть биномъ, представляющий 
сумму или разносгь двухъ радикаловъ какой угодно степени, то его можно 
сдвлать ращшональнымъ, основылаясь на тождеств® ($ 79): 

(е— у) био вруяоа .. уулу. 
Пусть, напр., знаменатель имъеть видъ: 

в в в п 
У=_У-ьь += У у-УБ 

Умпоживъ числителя и знаменалеля на, 

аниме .. у 
получимъ въ знаменатель =" — у"==а— 6 

вв 
Есди знаменатель есть У‘, то, представивъ его въ вид: 

= ГУ "_ "_ 
Иа—(-Уб-г—ь ь а=Уа у=-Уь 

сводемъ этоть случай на предыдущий. 
Подобнымь ще образомъ поступаемъ, когда знаменалель имфетъ видъ 

= УГ 
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„ 
Если знамопалель есть бипомь У: Уй то можно предварительно 

привести эти радикалы къ одинаковымъ показателямъ: 

ат шт шт 
укУБ-УмУР 

п потомъ поступать по предыдущему. 

М 
ке. $ 

мии ия пучы ив) узния_ 
#— 

ре +ауЪ у аа у яур-ниуа ИИ: (—9). 

ПримъБры. 

БУ ©3/0И-УО 
2? чув 6 3—5 

ева —У12+2_ 
2 

зб =3—83 

й 4)/3 «Узи вУ2-+8—4Ула _ 

туз ен)’ 42-6 

кв. 16- о ь и 3 

1 ии ааИну 

м Уа У-У4/1+Уа У 

=И--У и ава ид; 

Е 5 503+ 2/3) КУзУЗ(Из-». 

ЕТ Уи 8 



ОТДЪЛЪ У. 

Уравнен!я етепенивышепервой. 

ГЛАВА 1. 

Квадратное уравнене. 

211. Нормальный видъ квадратнаго уравнен1я. 

Чтобы судить о степеши уравиешя, въ немъ надо предва- 
рительно сдфлать сл8дующия преобразовал ($ 115): раскрыть 
скобки, освободиться оть знаменателей, порепести всф члены, 
содержание неизвЪотное, въ одпу часть уравнешя п, наконець, 

сдзлать приведен1е подобныхь членовъ. Къ этимъ преобразова- 
паямъ мы телерь добавимь еще одно: если въ уравнене входять 
радикалы, подкорепныя выразжея которыхь содержать пе- 

извЪетное, то отъ такихъ радикаловъ уравпеше надо освободить 

(какъ это сдфлать, будеть указано впосл®детв1и). Предположимъ, 
что вс эти преобразовашя сдфланы. Если посл% этого въ урав- 

нени съ однимъ неизвфстпымъ 2 окажется члепъ, содержаний 27, 

но‘ие будеть членовъ, содержащихъ 2 въ болЪе высокой степени, 

то такое уравиен!е наз. уравношомь второй степени 
или квадратнымъ. 

Вь уравнеши второй стенени (а также и въ уравценяхь боле 
высокихь степеней) обыкновенно переносятъ вс члены 

уравнен1я въ одну л%вую часть, такь что 

правая часть уравпеня дЪлается равной нулю; тогда квадратное 
уравнеше получасть слЗдующий видъ, пазываемый нормаль- 
нымъ: 

ах-ох--с=0, 
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въ которомь буквы а, Ь и с озпачають кавя-нибудь данныя 

алгебраическая числа или же алгебраичесвйя выразкев1я, соста- 

влепныя изъ дапныхь чиселъ. Числа а, 6 и с называются коэф- 

фиц1еп ‚ламп квадратнаго ‘уравнешя; изъ нихьъ с наз. также 

свободнымъ члепомъ. Когда ни одипъ изъ этихъ коэф- 

фищептовь пе равешь нулю, квадратное уравиеше наз. пол- 

НымМЪ. 
Замзтимъ, что коэффицеить « мы всегда можемъ сдфлать 

положительным, перемфнивь въ случа надобности 

передъ всЪми членами уравненя знаки на противоположные. 

6 х 5(%-1) 
грим. 1-41 Прим$ръ ев 7 

ж 52-5 
Раскрываемь скобки: - +-= Я 

6 4 

Упичтожаемь знамепателей: 72--2?=15*--155. 

Перепосимъ вс члепы въ лфвую часть: 72--2—16а—152=0. 

Дълаемъ приведене: —1842—162--72=0. 

Поеремфияемъ знаки: 13а*--162—12==0. 

Коэффищенты а, В и с общаго вида квадратнаго уравнешя 

приняли въ отомь прамфрв тавя частпыя значешя: а=13, 

$=15 и с =— 12. 

ПримЪръ 2. НИ =0. 
@— 2Уа— 

22У‹—)-—@а-—9=0; э2/в——{@-—5)=0. 

22. эз/а-(а—5) =0; 

Коэффищепты общаго вида квадратнаго уравнен1я здесь при- 

пяли тая частцыя зпачешя: а=1, 5=—2Иа, в=а—5. 

ЗамЪчан1е. Такь какь въ этихь примЪрахь намъ при- 

шлось отбросить общаго знаменателя, содержащаго неизвфстное, 

то надо рЬшить вопросъ, не ввели ли мы этимь посторон- 
няго рЬшешя, обращающаго въ нуль отброшеннаго знамена- 

теля. Въ примфрь 1-мь общйй знаменатель 12х обращается въ 0 

при 2=0; въ прим5рВ 2-мь общий знаменатель (а—5)2У—), 
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если а-25, обращается въ 0 при ==2Уа. Подставивъ эти зна- 

ченя 2 въ получивийяся квадратпыя уравнешя, находимъ, что 
они пмь пе удовлетворяють; слд., отбрасываше общаго зпа- 
менателя пе ввело посторонпихъ ршенй. 

212. БОЛЪе простой видъ квадратнаго урав- 

нен!я. Уравиенио аз?-Бх--с=0 часто придають болфе про- 

стой видъ, раздзливъ вс его члены па кооффищенть при 27, 
ь с 

Обозначивъ для краткости - черезъ р, а - черезъ 4, получимъ: 
а а 

а р-+а=0. 
Такъ, уравнеше 32*—152--2=0, по раздфлеши вовхь его 

членовъ па 3приметь видъ: 27—55! 2 0. Здесь ф: 5, 9; 2 в. 

218. Неполныя квадратныя уравнен\я. РЕше- 

н1е ихъ. Квадратпое уравпеше наз. неполным ых 

когда въ немъ нфть члена, содержащаго 2 въ первой степени, 

или иЪть свободнаго члена, или иЪть пи того, ни другого. Зиа- 
чить, пеполныя квадратныя уравнешя могуть быть только трехъ 
слфдующихь видовъ: 

(когда, $=0); 
(котда с= ); 

(когда 6=е=0). 

Раземотримъ рёшене каждаго изъ пихъ. 

Т. Изь уравнешя азй--е=0 паходимъ сл$дуюцця равноспль- 
ныя уравнешя: 

а 
а 

Послфднее уравпеше тробуетъ, чтобы квадратъ неизвЪстпаго 

с 
равнялся числу —-; зпачить, пепзвфстное должно равпяться 

а 

квадратному корню пзъ этого числа. Это возможно только тогда, 

Ь с 
когда численная величипа выражешя —- положительна, что 

[а 

[а 
будеть тогда, когда численнал величина дроби - отрицательна, 

Са 



— 235 — 

т.-е. когда буквы с и а озпачаютъ числа съ противоположными 

зпаками (если, папримЪръ, с 8, а=-р2, то ый ть +4). 
а +2 

Условимся обозначать знакомъ У только ариеометиче- 
ское значеше квадратнаго корня и примемъ во внимаше, что 

квадратный корепь изъ положительнаго числа имфеть два зпаче- 
с 

шя ($ 165, ПП); тогда уравпеше 2=—— равносильно такому: 
а 

у - 
2=4 —-. 

а 

Обозначая одно зпачеше корпя черезъ х1, а другое черезъ ха, 

мы мозжемъ послднее уравпене подробнЪе выразить такъ: 

с 

Иа 

Такимъ образомъ, въ этомъ, случа получаются 2 различныхь 

рЪшен!я квадратнаго уравиешя. 

Если же буквы с и а означають числа съ одинаковыми знаками, 
ь с 

то выраужере —-— представляеть собою отрицательное число; 
а 

тогда уравпеше аз*--е=0 пе можеть быть удовлетворено ника- 

кимь воществепнымьъ числомъ; въ этомъ случаф говорять, что 

уравнене пмфеть два мпимыхьъ кория. 

ПримБръ 1. Рьшить уравнен{!е 322—27=0. 

322=27; 2=9; 2=У9=+. 
(подробифзе: х1=3, 2.=—3). 

ПримЪръ 2. Ршить уравнен{е 27-25 =0. 

2=—25; г=45У-25; корни минмые. 

ТП. Чтобы рЬшить уравнене а2?--6х=0, представимъ его 

такь: #(ах-РЪ)=0. Въ этомъ видВ яЪфвая часть уравпев!я пред- 

ставляеть собою произведеше двухъ сомпожителей: 2 и а2-ЕВ. 

Но чтобы произведеше равнялось нулю, пеобходимо и достаточно, 
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чтобы какой-пибудь изъ сомпожителей равпялся нулю; слд., 

разсматриваемое уравпеше удовлетворится, когда положимъ, 
| ь 

Что &=0, пли ах--5=0. Второе уравпеше даеть: х=——. Зпачить, 
а 

уравнене а2?-НЫх=0 имфеть два вещественные корпя: 2:=0 и 

ь 
2.=—. 

а 

ПримЪръ. 222—75=0, 2(25—1)=0; 2,=0; 2» н. 
ТП. Накопець, квадратное уравнеше ал2?=0 имЪфеть (если 

@-20) только одно рёшеше: 2=0. 

214. Рьшен1е уравненя вида х*-+рх-4==0. Пере- 
неся свободный членъ въ правую часть, получимь: а -ре=Ь—Ч4. 

Двучленъ 22--р можно разсматривать, какъ выражен1е ат, 

т.-е. какъ сумму квадрата х съ удвоенпымъ произведешемъ 5 на 

$. Отслода’заключаемъ, что если къ этому двучлену придадимь 

число | то получимъ трехчленъ, представляюций собою квад- 

рать суммы 2+1. Замфтивъ ото, приложимь къ обимъ частямь 

уравненшя по [В тогда получимьтакое равносильное уравнеше: 

пу 
Послёднее уравнеше требуетъ, чтобы квадрать числа 25 

2 
равпялея е —94; это значить, что первое число есть корець 

квадратный изъ второго. Обозпачая попрежиему знакомь У 
только арнеметическое значене квадратпаго корня и принявъ 
во внимаше, что квадратпый корень имфеть два зпачен!я, отли- 
чающяся знаками, мы можемь написать: 



: ный в и, слёдов.: х= УВ) 4, 

или подробие: 

Никакого третьяго значешя 2 имЪть пе можеть, такъ какъ 

сумма 2-5, будучи такимъ числомъ, квадрать котораго дол- 

з 
эженъ равняться числу @ —4, можеть имЪть только 2 ука- 

заппыхь значешя. 
Полученныя 2 формулы для пеизвфотнаго 2 мы можемъ вы- 

сказать такъ: 
неизвЪетное квадратнаго уравнешя, у котораго коэффи- 

центь при х? есть 1, равно половин коэффищента при ие- 

извфетномъ вт, 1-Й степени еъ противоположнымь знакомъ, 
плюсъ, мипуеъ коревь квадратный изъ квадрата этой поло- 
вины безъь евободнаго члена, 

Замъчан1е. Если р воть число отрицательное, то выра- 

жеше = долэкно быть числомъ положительнымь; точно такъ же 

если 4 число отрихательное, то —4 число положительное. 

ПримЪры. 1) #*—7=--10=0; здЪеь р=Ь-—7, 9=-10; 

Пе в 783 

Слфдовательно: =5+5=5, м 

поэтому: 

<> вт 

ПовЪфрка: 5—7 .5--10=0; 2—7 .2--10=0. 

2) 12—2—6=0; здЪеь р 1, 4=—6, поэтому: 
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Поврка: 3—8—6=0; (—2)—(—2). 0. 

3) й—2246=0; а=а-ЕУт5=1-И-4. Кории мнимые. 
4) 2—185--81=0; х=9-5У81—81=9.  Уравиеше имфеть 

только одинь корень. 

215. Рьшен1е уравнен!я вида ах--6х-=0. 
РаздЪливь во члены этого уравиешя на а, получим; 

ара + 20. 

Примёнимъ кь этому виду уравпешя формулу, выведепную 

ральше для уравнешял а*--рт-+4;=0, ц упросгимъ ее: 

ь м с 

вау а 
И 4 —6-+ИЪЬ 

Получениую формулу можжио выразить словами такь: 
неизвестное квадратпаго уравнешя равио дроби, у которой 

чиелитель есть кооффищенть при пензвЪетиомъ въ первой 
етопени въ противоположнымъ знакомъ, илюеъ, мипусъ корень 
квадратный изъ квадрата того эке кооффищента безъ учетверен- 

паго, произведешя коэффищента, при пеизвЪстномъ во второй 
степепи на евободный члепь, а знамепатель ееть удвоепный 

коэффищенть при неизв етномъ во второй степени. 

ЗамЪчан!е. Выведеппал формула представляеть собою 
общее рЪшеше квадратпаго уравценйя, потому что изъ нея 

можно получить какь рьшеше упрощениаго полнаго уравие- 
шя а--рх-На=0 (полагая а=1), такь и р%ёшеше неполныхь 
квадратпыхь уравнешй (полагая 6=0 или с=0). 

ПримЪфры. 

1) 32°—75--4=0; здЪсь а=8, Ь=—7, с=4. 

_-С-9ИС.3.4_тУ49—48 тт. 
2.3 6 6 
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2) 242—82--10==0; ‹ зДЪеь а==2, ф==— 3, в=10. 

аи —3- п. 

4 

Оба корня оказываютея мнимыми. 

216. Упрощен!е общей формулы, когда коэф- 

фищентъ 6 ееть четное чиело. Пусть 6 =2%, то-есть 

уравнеше иметь видъ: 

ах --2вх--с=0. 

ПримЪняя общую формулу, получимь: 

Ре 2 4 —4ас _ —ЭАУ 4 —ао), 

24а 24 

И ас _ РУ —ас Е 
24а а 

Эгу сокращениую формулу полезно также запомнить. 

ПримЪры. 

1) 54'—82—2=0; здфсь а=5, 6=—8 2.4, с=—8. 

Примфияя сокращенную формулу, получаемъ: 

4-ЕУ 16+10_ 4-26 
= й 

5 5 

ЗОВ а 0,218. У?26-=5,09 (доз; а,= 

2) (07-24 =0. 

По сокращенной формул паходимъ: 

УИ 
> у 

Подк. величипа =40*— 40702-65“ — 424-420? а??? 

2—0 2 И 
Ва 19 И 
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а --о?--а5 (а (а 5)-На(а-Ъ) а 
, а? @-+5)@—5) а 

‚а а (аа б-ка) за-ь 
а? (а-5)(а—5) а-ь` 

211. Число корней квадратнаго уравнен1я. 
Разсматривая р5шеше квадратныхъ уравнешй, мы видимъ, 
что эти уравнешя иногда имфють два корпя, ипогда одипь, 
иногда ни одного (случай мпимыхь корией). Однако согласи- 
лись приписывать квадратнымь уравие- 
н1ямъ во всЪхъ случаяхъ два корпл, разумВя 
при этомъ, что корип могуть быть иногда равными, иногда мии- 
мыми. Причина такого соглашешя состоитъ въ томьъ, что формулы, 
выражаюция мпимые корпи уравнсшя, обладать тзми же свой- 
ствами, кая принадлежать веществеппымь корнямъ, стоить 
только, совершая дфйстыя надъ миимыми числами, руково- 
диться правилами, выведенными для вещественныхь чиселъ, 

принимая притомъ, что ( —а)*=—а. Точно также, когда, урав- 
неше пмфеть одинъ корешь, мы можемъ, разсматривая ототь 
корень, какъ два одинаковыхъ, приписать имъ 

ТБ же свойства, каыя припадлежать разнымъ корнямъ урав- 
нешя. ПростЪйпия изъ этихь свойствъ выражаются въ слфдую- 
щей теоремЪ. 

218. Теорема, выражающая два свойства кор- 
ней квадратнаго уравненйя. Если а и 3 суть кори 
уравнешя 42--рх--9=0, то 

а =—Р и В=9, 
т.-е. сумма корней квадратпаго уравнейя, у котораго коэф- 
фищентъ при 4? есть 1, равна коэффищенту при неиз- 
вЪетпомъ въ первой степени, взятому съ противоположнымъ 
знакомъ, а произведеше корней этого уравнешя равпо его 
свободному члену. ы 
Док. Каковы бы пи были кории а и В, они опредфляются 

формулами: 

= НИ =-НИ 



— 241 — 

Отсюда паходимъ: 

= ( ы 

+417 
Это произведеше можио найти сокращеннымь путемъ, оспо 

вываясь на тождеств®: (а--5)(а—5)=а—5°; 

«ИУ 
Замъчан!е. Если а и В суть корни ур-Шя аа? фа--е=0, 

з не 
или, что то же, уравнешя з2---х-+--=0, то 

а с 

® ь 
а48=—5; ав=-. 

а 

Сльдетые. Не рёшая квадратнаго урав- 

пен{1я, мы можемъ опредёлить знаки его 

корней, если эти корпи вещественные. 

Пусть, папр., имБемь уравиеше 421-82--12=0. Такъ какъ въ 
2 

этомь примЪрё выражеше @ —4 даеть положительное число, 

то оба корня должны быть вещественные. Опредёлимъ, не рЬшая 

‘уравнешя, знаки этихъ корней. Для этого разсуждаемъ такъ: 

обращая внимаше сначала на свободный члень (--12), видимъ, 

что онъ петь знакь --; значить, произведене корпей должно 

быть положительнымъ, т.-е. оба кория имЪють оди- 

наковые зпаки. Чтобы опредёлить, каве именно, обратимь 

внимаше па коэффищенть при х (т.-е. на’--8); онъ имЪеть знакъ--; 

слЪд., сумма кооффищевтовь отрицательна; поэтому 

одинаковые зпаки у корпей должны быть минусы. 

Подобными разсуждещшями нетрудно опредёлить, знаки 

корпей и во всякомь другомъ случаЪ. Такъ, ур-ше 22-8—12=0 

пыфоть кории сь разными знаками (потому что ихъ произведен{е 

отрицательно), пря чемъ отрицательный корень имфеть ббль- 

‚» Киасоловъ. Ашгобра 16 
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шую абсолютпую величину (потому что ихъ сумма отрицательна); 

суравпеше 2*—82—12==0 имфоть тозке корни съ разными знаками, 

но бблыная абсолютная величина припадлежить положитель- 
ному корню. 

219. Обратная теорема. Если между 4 чиелами: а, В, 
р и 9 сущеетвуютъь тая двЪ завиенмоети: р=—(а--3) и 

4=08, то чиела а и В суть корци уравиешя х*--рх--9==0. 
Док. Требуется доказать, что казкдое изъ чисель аи В, при 

даипыхь въ теорем услошяхъ, удовлетворяеть уравпенйо 

2-Ерз--4=0. Для отого подставимь въ ного па мфсто ф выра- 

жбше —(я--В) и па мЪого 4 произведеше 8: 

5*—{а-+Ве-а8=0. 

Преобразуя это уравнеше, послфдовательно получаемъ: 

2—0 Ве--аВ=0; а(а—я-—Ва—9=0; 
(2—)(#—В)=0. 

Еели въ послФдиее уравнеше па мфето < подетавимъ число @ 

или число 8, то замфтимъ, что числа оти обращать уравнене 

въ тождество: 

0.(а—В)=0 и (В—а).0=0. 

Сл$д., а и В суть корни уравнешя (#—)(=—В)=0 и, значить, 

также и корни равносильнаго уравнешя 2*-+рх--4=0. 

СлБдетве. По даннымъ кориямъ можно 
составить квадратное уравнен{е. Пусть тре- 
буетсл составить уравнеше, котораго корци были бы 2 и —$3. 
Положивьъ, что р==—[2-(—8)] и 4=2 .(—8), находимь р=1, 
4=—6. Значить, искомое уравноше будеть: 

а -а—6=0. 

Подобно этому найдемъ, что числа, —2 и —2 суть корпи уравие- 
ня 52--42--4==0, числа 3 и 0—кории уравпешя 27—86=0, ит. п. 

220. Трехчленъ второй степени. Разложен!я 
его на множителей первой степени, Выражеше ° 
аз -Н-ре, въ которомь д озпачаеть произвольное 
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число (перомБиное), а а, 6 и с кавя-иибудь данных (постоян- 

пыя) числа, паз. трехчленомуъ 2-й стенени. Не должно 

смЪшивать трехчлена 2-й степени съ лЪвою частыо уравнешя 

аа? --с=0, такъ какь въ трехчленЪ буква  означаеть ка- 

кое угодно число, тогда какъ въ уравневи она 
озпачаеть только ть числа, которыя удовлетворяють уравне- 

по. Значешя 2, обращаюния трехчленъ въ 0, наз. его кор- 

нями; эти корпи выфотВ сь тЪмь и корни уравнешя 

ад -с=0. Найдя ихъ, мы легко можемъ разложить 

трехчленъ па множителей первой степени относительно 2. ДВй- 

ствительшо, пусть эти корни будуть & и В. Такь какъ эти числа 

представляють собою корни уравиешя аз?-Ез-с=0, то по 

свойству корпей квадратнаго уравненя будемь имЪть: 

ь с ь с 
9+8=—7 и 98 и откула ., (а-+-В) и а ов; 

поэтому: 
| 

аа тат ный очбурав =нал-аа- Вана 
& Гл 

=а(2—а)—В(а—а)=(@в—а)(#—8). 

Умноживь 06$ части равенства на а, получимъ: 

аа? а-нена( 2—9) (2— В). 

Такимъ образомъ, трехчлень а2*--%--с разлатается на три 

множителя, изъ которыхь первый равенъ коэффищенту при 4”, 
второй есть разность между 2 и одпимъ корнемъ трехчлена, & 
третй-—разность между 2 и другимь его корнемъ. 

Трехчлень а?--р2--4, у котораго коэффищенть при 2? есть 1, 

разлагается на 2 множителя первой степени относительно 2: 

ааа (е- а)е—В). 
СлЪдетв!е. По 2 даннымъ коринямъ квадрат- 

ваго уравиен!я можно составить само это 
у ? авнен1{е (ппаче, чВмъ это было указано въ конц $ 219); 

напр., уравиеше, имющее корни 4 и 5, есть (#—5)(#—4)=0; ра- 

скрывъ скобки и сдфлавъ приведен!е подобныхъ членовъ, получимъ 
16 
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2—9х--20=0. Уравнене, имёющее корни —2 и —1, есть: 
[#—(—2@—(С—0]=0, т.-о.. («+221 =0 или а--82--2=0. 

ПримЪръ 1. Разложить па множителей 

трехчлень 

22—25—12. 4, 

Рьшивъ уравнеше: 242--22—12=0, мы пайдемъ корни дап- 

наго трехчлена; ото будуть 3 и—2. Теперь выполнимъ разло- 
кеше: 

24—2а—12=2(а— 3) [2—(—2)]=2(#—3)(#--2). 

ПримЪръ 2. Разложить на множителей 

трехчленъ 

За -в-1. 

Такъ какъ кории трехчлена суть 

АИ. „УИ 
6 6 ь 

чи —-уи-п 
то За? х--1 =. у ( у }= 

а | —и ) (= —)- 
в 6 

= (ен у) (ы+у=). 

ПримЪръ 3. Разложить па множителей 

баба? — (353 2а3)х-На?6?. 

Найдя корпи этого трехчлена, получимь: 

р а 
Поэтому: 6а6х?— (353+ 2а3)5-а20? ве )( ый 

2а, 36, 

= (= 
Е 55 ) вх $2) (365—а?). = ве ( 
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ПримЪръ 4.- Разложить на множителей 

(1?—1)6-+1)—2а2+1). 

Замфтивъ, что дацное выражен1е есть трехчленъ 9-Й степени 

относительно буквы 6, расположимъ его по степенямь этой буквы: 

(1) —9(а?--1)6-(а*—1). 

Корви этого трехчлепа будуть ($ 216): 

ши И @ 0-1 ааа ам ы ‚ 
а2—1 а?—1 а—1 

_ + У аа а 
= а?—1 2—1 ар 

СлЪд., данный трехчленъ представится такъ: 

а--1 а—1\ _ ыы р ео) =) -мо-о-енконо-@-9 
= (6—6 а—1 (а -Ь—а-1). 

ПримЪръ 5. Найти значен1е х, выра- 

жаемое дробью: 

2а*—2а—12 п ЕН 
342 а—10 

при а=—2 (см. $ 146). 
Подотавивъ на мЪсто а число —2, находимъ, что дробь при- 

нимаеть неопредфленный видъ $. Для избъжашя этой неопред%- 

леппости, разложимь числителя и знаменателя на множителей. 
Такъ какъ корни числителя суть Зи —2, а корпи знаменателя $ 
и —2, то дробь представится такъ: 

_ 2(а—8) (а-+2) 

7 зе—5е+9” 
Мы видпмъ теперь, что числитель и знаменатель нашей 

дроби имють общаго множителя а--2. Множитель этоть при 

воБхъ зпачеяхъ а, не равныхъ —2, не равенъ нулю; поэтому 

при воъхъ такихъ зпачешяхъ а дробь можно сократить на а--2: 

_ 2(а—3) _ 2—6 

27 9 5 
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Если по условйямъ вопроса, при рёшеши котораго похучи- 

лась данная дробь, возможно допустить, чтобы величина 2 и 

при а=—2 выражалась тою же сокращенною дробыо, какао 
она выражается при а-— 2,1) то тогда пайдемъ: 

ГЛАВА П. 

Н$Ъкоторые частные случаи квадрат- 
наго уравнен!я. 

221. Случай, когда коэффищентъ а очень малъ. Вычи- 
слене корней ур. а2*--65-|-с=0 по общей формул затруднительно въ томъ 
случаВ, когда кооффишенть а очень малое число сравнительно съ фи с, 
Въ самомъ дьлЪ, вычнеляя корни по формул: 

а=— У 
24 

мы въ большинств® случаевъ должны довольствовалься приближенной ве- 

личиной У Я — Час, а сиБд., и всего числителя. РаздЪливъ эту приближенную 
величину на, 2а, мы твуъ самымъ раздфлимъ на, 2а и погрЪшность, съ ко- 
торой вычисленъ числитель формулы. Но такъ кажъ, по предположенйо, 
24 очень малая дробь, а дёлеше на малую дробь равносильно умноженйо 
на большое число, то погрёшно‹ть значительно возрастеть, вслфдетв!е 
чего окончательный результать будеть далекь оть истиннаго. Коли, 
наприм$рь, 2а=0,0.001, и мы вычислили Уй— 4 до четвертато деся- 
тичнаго знака, то предль погрьшности въ окончательномь результат 
будеть 0,0001 : 0,00001 =10 

Для вычислевя корней уравнешя въ этомъ случаз употребляется 
болфе удобный способъ такъ называемаго посл довательнаго 
приближен{я. 

Замвтимъ, что при очень малой величинЪ а одинъ изъ корней урав- 
к с м 

нешы немного отличается оть —--› а другой— весьма большое чиоло. 

(по абсолютной своей величин$). ДЬйствительно, уравнеше а2й--62--с=0 

1) Если папр., извфстно, что значене величины х при а=—2 должно 
служить предъломь тЪуъ значешй, которыя < получаеть, когда @ стре- 
мится къ равенству съ —2. 
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авносильно такому уравненио: 

аа? ви-Ее 
ая 

оторому можно придаль видъ: 

Такъ кахъ-—@ близко къ нулю, то послЪднее уравнеше можеть быть 

довлетворено такими значешями 2, при которыхь одинъ изъ сомножи- 

‘елей львой части уравненя окажется очень малымь числомъ, & другой— 

(6 очень большимъ; ото будеть имёть мфсто или тогда, когда, прида.- 

имъ 2 весьма большое абсолютное значеве, или же тогда, когда = бу- 

О 
етъ близокъ къ — у" 

Покажомъ, какъ вычислить тоть изъ корней, который мало отличается 

в 
мъ—-5 (хо корень найдемъ, вычитая первый изъ — 2) 

Изь уравнешя выводимъ: 

6 аа = 1-5. (1) 

Такъ кожь а очень малое число, а зи 6 не очень волики и не очень 
аа 

малы, то абсолютная величина дроби г очень мала. Пренеброгая этимъ 

члепомъ, получимъ для 2 первое приближен! е: 

в ве 

Всотавивь это значеше въ правую часть ур. (1), получимь второе 

приближение, болфе точное, чфмъ первье; ` 

6 _ 46 
тЫ 

Вставивъ эту величину въ правую часть ур. (1), получимь третье 

приближен1е, еще болфе точное. Подобнымь же путемъ можемъ’по- 

лучить, если нужно, четвертое и слвдующя приближения. 

Примфры. 1) Решить уравнен1е 0,00327--5 — 2=0. 

0005 од — 00006. 

Первое приближеше==0,4. Это число боле истиннаго значешя 2 по- 

тому что намъ пришлось отбросить отрицат ельный члень — 0,000627. 

Вгорое приближене=0,4 — 0,0006 . (0,4)2=0,399904. Это число мене 

истиннаго значешя 2, потому что для получешя его мы подставили 

выЪето 22 число, большее 27, отчего вычитаемое ‘увеличилось, & разность 

уменьшилась, 
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Третье приближен =0,4—0,0006 . (0399904) =0,399904046...; оно должно 
быть больше истипнаго. значешя, такъ какъ для получешя его мы под- 

ставили на мЪото д° число, мопьше 27, отчего вычитаемое уменьшилось, & 

разность увеличилась. Четвертое приближеше оказалось бы меньше исин- 

`наго значешя, и т. д, 

0,4 > => 0,399904 
” 0,399964 < = < 0,399904046. 

Отсюда вихпо, что, взявъ вмБсто 2 первое приближеше 0,4, сдфлаемъ 
ошибку менфе разцости 0,4 —0,399904, т.-е. менье 0.0001. Взявъ вмЪсто х 
второе иприближеню 0,399904, сдфлаемь ошибку менфе разности 
0,399904046...—0,399904, т.-е. мешфе 1-Й десятимиляюнной. Такимъ обра- 

зомъ, послфдовательныя приближешя оказываются все боле и боле 

точными. 

'Такамъ образомъ, 

Другой корень получается вычиташемъ найдоннаго кория изъ 2008 = 

= — 1666, (6). Если для перваго корня возьмемъ число 0,4, то другой: 
=— 1667,0(6). 

2) Рьшить уравнен{е 0,0074 — #--2=0. 

#=2--0,00752 

Первое приближеше=2 (съ недостаткомъ). 
Второе приближеше==?--0,007 . 2; 23 (съ недостатком), 
'Трегье приближене=2,028789488 (съ недост.). Тажъ какъ эти прибли- 

женя воф съ недосталкомь и идуть, увеличиваясь, то, значить; они все 
болфе и болЪе приближаются къ точной величин 2 

Сравнивая второе ириближен!е съ третьциъ, видимъ, что у нихъ пер- 
вые три десятичные знака одинаковы; отсюда заключаемъ, что, положивъ 
2=2,028, сдълаемъ ошибку менфе 0,091. 

222. Случай, когда с очень малое число. Снособъ посл*- 
довалельнаго приближешя примфнимъ и тогда, когда, свободный членъ 
уравнешя очень малое число сравнительно съ а и 5. Въ этомь случав 

м ъ одинъ изъ корней близокъь кь —5› а другой — весьма малое число. 

Въ этомь нетрудно убфдиться, если уравпенио придать такой, видъ: 

=(аз--6)= — 

Такъ кахь по предподоженйо, абеолютная величина —с очень мала, 10. 
Уравнение, очевидно, удовлелворится при х, пли очень близкомь къ 0, или 

ъ 
мало отличающемся отъ — о 

Чтобы найти корень, имъющИ очевь малую величину, предетавимъ. 
уравнеше снова въ видф: 

ах 
== (1) 
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Такь какъ а и $ суть числа не очень большя и не очень малыя, в 

абсолютная величина 2% очень мала, то для перваго приближевя можпо 

ал 
пренебречь членомъ у } тогда получим: 

в 
ъ 

Вотавивъ это значеше! па, мфсто 2 въ правую часть уравнения (1), по- 

лучимъ второе приближен; подобнымъ же образомъ найдемъ, если нужно, 

и слфдующя приближешя. 

Примфръ. Рьшить уравненте 227 --2 — 0,008==0, 

а=0,0008 — 242. 

Первое приближете=0.003 (еъ избыткомъ). 

Второе приближен! ,0')03 —2.. (0,003)=0,002982 (съ недосталкомъ). 

Третье приближене=0,002982215352 (*ь избыткомъ). 

Положивъ 2=0,002982, сдфлаемъ ошибку менфе одной милиюнпой. Другой 

коревь уравненя= — 0,5 — 0,0029; — 0,502982. 

ГЛАВА Ш. 

Изелфдоване квадратнаго уравненя. 

223. Когда корни бываютъ вещественные и 

когда они мнимые. Мы видфли, что корпи уравнешя 

аа? б-е=0 выражелотся формулами: 

И е и т 
2. = 

Е 24а ь 2а 

Раземотримь, кавл рьшешя получаются изъ этихъ формуль 

при различпыхь частпыхь значешяхъ коэффищентовъ а, ис. 

Характеръ отихь рфшешй зависить оть подкоренного вы- 

раженя 5°—4ас). Дфйствительно, изъ формуль видно, что: 

1) если $—406>0, то оба корня вещественные и 

неравные; 
2) если 0*—40=0, то корни вещественные и 

равные; 
и.3) если 65*—446<0, то оба кория мпимые. 

1) Это выражен!е наз. дискриминантомъ .трехчлена 42*--0х--е 
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Полезно замтить, что когда чпела а и с противополож- 
ныхь зпаковъ, то произведеше ас представляеть собою отри- 
цательное число и, слфд., выражене—4ас есть тогда число 

положительное; такь какъ, кромВ того, при всякомъ числен- 
номъ значени коэффищешта 6, пе равномь пулю, число 02 

всегда положительно, то выражеше $?—ас дасть въ этомь 

случаф положительное число, и поэтому оба корня должны 
быгь вещественные перавные. Напр,, мы можемь утверждать 
заранЪе (а рг1011), что ур. 32--25—8=0 имЪемь вещественные 

неравные корни, такъ какъ первый и тремй его коэффищенты 

имБють противоположные знаки (кори этого -уравиешя 
4 

суть = 1—9). Уть зи ) 

Вещественные корни квадратлато уравнешя могуть быть оба 

положительные, или 0ба отрицательные, или одинъ положи- 
тельный, а другой отрицательный. О зпачени этихъ рЬшенй 

здфеь ‘можеть быть сказано то же самое, что говорилось 
раньше при изслВдовави уравнешя первой степени. 

Мнимые корни, копечио, означають певозможность задачи, 
изь условйЙ которой выведено квадратное уравпеше. 

224. Значен!я общихъ формулъ корней квад- 
ратнаго уравнен1я при а=0. При выводЪ общей фор- 
мулы для корпей уравнешя а2*--55--с=0 мы приводили его 
къ виду 2 ре-4=0, для чего намъ нужно было раздълить 
вс члены уравиен1я на а. Но дфлене на а возможно лишь 
въ томъ случаЪ, когда а пе равно 0. Слёд., формулы: 

НИ дис $. Уй—4ас 

* 2а т 24 
выведены въ предиоложенши, что кооффищенть а не равенъ 0, 
и потому, копечно, пельзя зарашве требовать, чтобы онф давали 
вЪфрпые результаты п при а=0. Одпако посмотримъ, во что он 
обратятся при этомь предположеши. Подегавивъ въ пихъ на 
мЪото а нуль, получимъ: 

—+ия у». 
= 
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Такь какъ эпакомь И мы условились обозначать только 

арпеметическое зпачене корня, то У’ въ томъ случаз, 

котда $ число положительное; если эке ® число отрицательное, 

то ИЙ=-ЪЬ (папр., если 5 =—5, о УС =У 25 =5=—( 5)). 
Поэтому: 

при а=0 
и при 6 положительном 

при а=0 

и при 6 отрицательномъ 

Значить, при а=0 общая формула даеть дия одного изъ корней 

30 | 
неопредвлениое выражеше о’ дя друою— выражене оо, 

Между тЬмъ, когда а=0, квадратное уравнеше обращается въ 

уравпеше 1-й степени: 6-с==0, дающее для < только одно 

: с : 
значено: 2=—. Мы видимъ такимъ образомь, что общйя фор- 

мулы но дать правильнаго р®шен!я` для случая, когда а-=0. 

224,а. Какъ измЪняются корни квадратнаго 
уравнен1я, когда коэффищентъ а приближает- 
ся къ нулю. Поставимъ теперь такой вопрось: если коэф- 

фищенть а ие равень 0, а только приближается къ 0 какъ 
угодно близко, то къ чему будуть приближаться (къ какому 
предзлу) величины корией квадр. уравиен!я? Пока а520 мы 

имфемь право примфпять’ наши обпёя формулы. Изъ нихъ 

усматриваемъ, что, когда а приближался кь 0, одинъ 

изъ корней долженъ увеличиваться (по абсолютной величинЪ) 

безгранично, а именно ото будеть 2: при 5>0 и 2: при 5<0. 

Действительно, по мЗрв приближен!я а къ 0 величина ради- 

кала У будеть все боле и болфе приближаться къ ий, 
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т.-е. къ 9, если это число полозкительно, и къ —%, если $ число 
отрицательное; сл$д., числитель дроби, выведециой для 1: ВЪ 
первомъ случа, пли для 2, во второмъ случаЪ, будеть стре- 

миться къ —26, тогда какъ зпаменатель ея безпред®льно умень- 

шается; при этихь услошяхь величина дроби должна безпре- 
дфльно возрастать. 

Что же касается другого кория (т.-е. 2, при 5>>0, или 21 
при 6<0), то изъ общихь формулъ мы прямо пе усматриваемъ, 

къ чему стремится этоть корень, когда а приближается къ 0; 
не усматриваемь потому, что въ дроби, опродфляющей этоть 
другой корень, и числитель, и знамепатель оба приближаются 
кь 0, и потому о величин самой дроби мы не можемъ ничего 

сказать опредфленнаго. Попробуемь преобразовать наши общя 

формулы такимъ образомъ, чтобы буква а пе входила заразъ 

и вь числителя, н въ зпамепателя дроби, а только въ одинъ 
какой-нибудь изъ отихь членовъ. Такое преобразоваше воз- 
можно выполнить. Для этого стоить только дробь, опредЪ- 

ляющую 2, освободить оть радикала въ числителв такимъ эке 
пр!емомъ, какой быль пами указанъ рацфе ($ 210) для освобо- 
экденя оть радикаловъ зпамепателя дроби: 

(ИЯ) (У) и чад) 
я 2“(——У с _ СНА 

У чет о 
Сократить дробь па 2а мы имфли празо, такъ какъ число а 

мы предполагаемъ не равнымъ нулю, а только приближающим- 
ся къ нулю. 

Подобпо этому для и мы получим: 

(У —4ае) (--+И че) и чао) 
20(—5+/5—чае) за(—-+У чае) — 

4ас = 2с 

эа(—5-+Уе-чае) —5-+У че, 
Изъ этихь преобразованныхь формуль легко видЪть, чта 

ва 
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когла а приближается къ 0, то при 9>>0 величина 2; и при 
$<0 величина хи приближелотся все ближе и ближе кь числу 

2 а с 
25р 1%. жь чполу —. 

Такимь образомъ: если въ уравнон1н 44’ е-с=0 

коэффиц1епть а приближается какъ угод- 

по близко къ 0, то абсолютная величина 
одного изъ корней безпредё льнпо увеличи- 

вается, а другой корень приближается къ 
с 

числу —; 

Подтверждеше этому мы увидимь па слЗдующемъ числен- 
номь примЪрз. 

ПримБртъ. Возьмемъ уравиеше 0,0012--8#—6=0, въ ко- 

торомь коэффищенть при 2* очепь маль. Примфияя сокращениую 
формулу ($ 216), получимь: 

—44/1640.005 —4+И16 005_—4+4,000624... 
0.001 — 00% = 0,001 

Откуда: 

2 9.000694... —8.000624... оо 
=0,624...; за= Ра р 1— 0001 т 00 | 

Мы видимъ, такомъ образомъ, что одиць корепь весьма бли- 

5 с 
зокъ къ числу —>, которое въ этомъ примзрь равпо — 

5 
= +5 —0:825; другой же корень иметь очепь большую абоо- 

лютпую величину. 

Если въ томь же уравнеши еще уменьшимъ коэффищенть 

при 27, папр., возьмемъ уравнеше такое: 0,00014*--82—56=0, 
с 

то для 2; получиыь число 0,6249, еще боле близкое! къ — р, 

а для са пайдемь число —80000,6249..., абсоллотная величина 

котораго еще больше. 
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225, Задача о двухъ источникахъ свЪта. Чтобы 
па примЪрЪ указать значене различныхъ случаевъ, как1е могутъ 
представиться при рЪшен квадратнало уравнешя, изслфдуемъ 

слфдующую задачу о двухь источникахъь свзта. 

Задача. На прямой ММ (черт. 26) въ точкахъ 

А и В паходятся два источника свф та. Па 

разстоян!и одного метра сила свфта пер- 
ваго источника равна а свЪчамъ, а сила 
свфта второго равна $ свЪзчамъ. Разстоя- 

н!е между 4 и В равно 4 метрамъ. Найти 

на прямой ММ такую точку, въ которой 
осв $ щен{е отъ обонхъ источниковъ было 
бы одинаковое. 

Искомая точка, можеть паходиться: или направо оть А, или 

налЪво оть А, при чемъ въ первомъ случа она можеть оказаться 

или между 4 и В, или за В. ОдЪлаемъ спачала предположене, 

что она находится паправо оть А, между А и В; папр., пусть 

это будоть точка С’, отстоящая отъ А на 2 футовъ. 

м_ с, А м 

Черт. 26. 

Изъ физики извЪотпо; что степень осв®щевая, при одинако- 

выхь прочихь условяхь, обратно пропорщональна квадрату 
разстояшя отъ источника свЪта, т.-е., если освЪщаемый пред- 

меть удалить оть источника свЪта па разстояше. въ 2 раза, 
3 раза, 4 раза, ит. д. большее, то степень освзщешя уменьшится 

въ 4 раза, въ 9 разъ, въ 16 разъ и т. д. Согласно этому закопу, 
если бы точка С’ отстояла оть А только па 1 метръ, то она осв*- 

щалаеь бы оэтимъ источпикомь такь, какъ-будто на пее падали 
лучи оть а свфчей; но такъ какъ опа отстоить оть А на 2 метр., 

: а 
то степень ея освфщешя этимъ источиикомъ будеть Ро Подоб- 

нымъ же разсуждещемъ найдемъ, что точка С’, отстоя оть источ- 
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ника свфта В па 4—2 метр., будеть освфщаться имъ съ силою 

ъ 
а Вопрось задачи требуеть, чтобы 

5 

а @ 

Таково будетъ уравнен!е, если равноосвЪщенная точка лежить 

между А и В. Допустимъ теперь, что опа паходится направо оть 

В (напр., въ С), па разстоящи 2 оть А. Тогда, попрежнему, 

м 
а 

степень освъщеня ея источникомъ 4 будеть г оть источника В 

точка С, находится на разстояьи 2—4 метр.; поэтому степень 

й ь а 

освъщеня ея этимъ ‘псточникомъ выразится а и уравнеше 

будеть: 
“ ъ 

@4 (2) 

Сравнивая 510 уравнен!е съ ур. (1), находимъ, что они оди- 

наковы, такъ какъ (4—2) =«—4}. ЗамЪтивъ это, можемъ утвер- 

зкдать, что уравпеше (1) включаеть въ себ» и этоть второй 

случай: если окажется, что уравнению (1) можеть удовлетворить 

такое значеше х, которое больше 4 (разстояще между АиВ), 

то это значеше х и будеть означать разстоявще оть А до С. 

Теперь сдфлаемъ третье предположене, что искомая точка 

находится налфво отъ А; пусть это будеть точка С», отстоящая 

оть А на 2 футовь. Тогда, степень освЪщен1я ея источникомъ А 

2 

равна С а источликомъ В равна в елЪд., для этого случая 

мы будемъ имфть уравнеше: 

а ъ 

я а" (3) 

Это уравиеше можно получить изъ ур. (1), если въ послЪд- 

немъ замнимь 2 на —2. ДЪйствительно, сдЪлавъ такую зам ну, 

получимъ: 
а ь 

5 в--ЭР 
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Но (—2)*=27 и 4—(—2)=4-+т; слВд., получившееся посл 
зам$ны уравнеше и есть ур. (3). 

Теперь мы можемъ утверждать. что уравиеше (1) соотвт- 
ствуетъ всБмь тремъ предполозкешямъ, если только донустимъ, 

что буква < въ пемъ естьа лгебраическое число, т.-е. что 

опа можеть озпачать и положительное число, и отрицательное 
(и пуль). Если, рёшивъ это уравнеше, мы увидимъ, что ему 

удовлетворялегь какое-пибудь положительное число, то это число 
будеть озпачать разстояше искомой точки оть А паправо, 

при чемъ она можеть лежать или между А н В, пли за В, смотря 

по тому, будеть ли это положительное число меньше числа 4, 

или больше его; если же уравненио (1) будеть удовлетворять 

какое-пибудь отрицательное число, то это будеть озпачать, 
что равноосвЪщенная точка паходится нал во оть 4 на 

разстоянш, равномь абсолютной величин этого отрицатель- 
наго числа. 

Рьшимъ теперь уравнен!е (1): 

а ъ 
я-а а(а—®? =; 

а4*—аат-раз?=а?; (а- В)’ —ааз-ра?=0. 

Такъ какъ коэффищенть при х длится па 2, то по сокра- 

щенной формул ($ 216) паходимъ: 

аа--У 2@—(а—5)а4?_аа--ау 
а а—6 ‘° 

Если примемь во вииманю, чю а=(/а)?, /=Уа Уф и 

=», то въ числителЪ полученной дроби мы можемъ вы- 

нести за скобки ЧУ а, а знаменателя можемьъ разложить на 2 
множителя: = а 

а/«Уа+уь 

^ +55 
Слвдовательно: 2 
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Такь какь, освобождал уравиеше отъ знаменателей, мы 
должны были умпожить 00$ части его па выражеше 24—42), 
содержащее пеизвЪстное, то мы должны еще рфшить вопросъ, 
не ввели ли мы т6мъ самымь посторопнихъ р%&ше- 

п1й, обращающихь въ нуль выражеше, па которое умножали. 

Это выражене обращается въ нуль при 2=0 и при х=а; ни то, 

ни другое изь этихъ зпачешй х не значится въ числ найден- 

пыхъ нами рёшевй квадратнаго уравнен1я; значить, посторон- 

нихь рёшешй мы пе ввели 1). 

Разсмотримь теперь различные случан, каве могуть пред- 
ставиться при тхь пли одругихь числеппыхь значешяхь 
буквь а, В и 4. Прежде всего находимь, что такъ какъ эти 

числа по смыслу своему положительныя, 10 мнимыхь 
ршешй въ нашей задач быть не можеть (подъ знакомь ра- 

дикала стоять лишь числа аи 6). ВеБхь различныхъ случаевъ 

можеть представиться пять: 
1) Если а, то оба корня положительные, 

при чемъ такь какъь /а-Из<Уа<Уа-+УЪ, то &>4, а «а. 
Зпачить, въ этомь случа дв точки удовлетворяють во- 

просу задачи; об$ он расположены паправо оть А, одна между А 

и В, другая за В. 

2) Если а<Ъ, то я; отрицательное число, а ти 

положительное, при чемь хи<а. Положительное рёше- 

ше показываеть, что искомая точка лежить направо оть 4, 
именно мекду А и В; отрицалельное же рфшеве означаетъ, 
что есть еще другая равноосвфщениая точка, лежащая на- 

1) КромВ того, мы должны рЬшить еще вопросъ, не имфеть ли данное 

уравнеше особаго корня 2=с0 (ем. $ 114). Приведя члены уравневя къ 

одному знаменателю и перенеся ихъ въ одну часть, получимъ уравнеше: 

в4—з— 57 0: ых @— 6) — 2а42-- а 

за) я — заза 
'Такъ какъ степень знаменателя выше степени числителя, то }] агвеше 

сверхъ корней, разсмотрьнныхъ выше, имфеть еще корень, д = + >. Эго 

третье рьшеве разсматриваемой задачи означаетъ, что если брать’ точки, 
все болЪе и болБе удаленныя оть А вправо или влЪво, то разность осв$- 
щен въ этихъ точкахъ двумя источниками свзта будетъ все болфе и 

болфе уменьшалься, приближаясь къ 0. 

=0. 

и ^  соловь. Адгебра 
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лЪво оть А на разстояши, равпомъ абсолютной величин 

отрицательнаго ршешя. 

3) Если а=, 10 а:=-09 и жи=-. Второе рфшоню озна- 

чаетъ, что при равепствв силъ источниковь евЪта равноосв*- 

щенная точка должна лежать посрединв между ними; пер- 

вое же рЪфшене показываеть, что по мфрЪ того, какъ а при- 

ближаетсл къ равенству съ $, искомая точка безпредфльш уда- 

ляется или направо оть 4, пли пало оть 4, смотря по тому, 

будеть ли а, приближаясь къ 9, оставаться больше или меньше ъ; 

при этомъ другая равноосвёщенная точка будеть приближаться 

все болфе и боле къ серединЪ разстолюйя между А и В. 

4) Если 4=0, при чемъ 9725, 10 д=еи=0. Это зна- 

чить, что если разстояше между двумя неравпыми источни- 

ками свЪта умепьшается, приближаясь къ 0, то 0% равноосвЪ- 

щенныя точки пеотрапиченно приближаются къ источнику А. 

5) Если 4=0 и @ 0 Такь какь числитель 
0 

‚то мс, 2 

и знаменатель дроби, опредзляющей величину 21, не содер- 

экать пикакого общаго множителя, обращающагося въ 0 при 

сдфланныхь предположешяхь, то падо ожидать, что значене эт 

означать неопредзленность задачи. И дЬйстви- 

тельно, если источники свфта одинаковой силы и помфщены 
въ одномь мфетЪ, то всякая произвольная точка будегь ими 

одинаково освфщена. 

ГЛАВА 1. 

Комплекеныя чиела. 

228. ЦВль введен!я въ алгебру мкимыхъ чиселъь. Ко- 
`рень четной степени изъ отрацательнаго числа, какъ мы видфли ($ 165, ГУ), 
не можеть быть выраженъ ни положительнымь, ни отрицательныхь чис- 
ломъ; такой корень называезся мнимымъ числомъ. 

Введен! въ алгебру мнимыхъ чиселъ вызвано соображешями, подобными 
тфытъ, по которымъ въ нее допущены отрицалельныя числа: и т, и друмя 

инъють цвлью обобщить нБкоторыя алгебраичесмя предложешя и фор- 
мулы. Напр., допустивъ мнимыя чисда, мы можемъ принимать, что квадрал- 
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пое уравноню имфеть всегда два корня, что трехчленъ 2-й степени раз- 
лагается всогда на два множителя первой степени, и т. п. Особенио важ- 

ное значен!е имфють мнимыя чиела въ теор'и уравненй высшихъ степеней. 
Замьтимь, что корень всякой четной степени изъ отрицательнаго числа, 

сводится къ нахожденно корвя изь квадратнаго корня изъ отрица- 
8 ы 2» ь 

тельнаго числа; тазъ /— УУ Зи вообще У=а=И? . Поэтому 
въ дальнфйшемь изложени мы будемь говорить только о квадратномъ 
корн% изъ отрицалельнаго числа. 

221. Услов!я, подъ которыми вводятъ мнимыя числа. 
Этихь услоыйЙ два: 

1) согласились разсматривать /— а, гдЪ —а какое угодно отрицатель- 

пое число, кажъ число особаго рода, квадрать котораго равенъ — а 

2) согласились производить налъ мнимыми числами дЪёстыя и преобра- 
зован!я по тфыъ же правиламъ, по какимъ они производятся надъ числами 

вещественными, принииая воегда, что (/— а в = —а. 

228. Приведен1е У—в къвиду У а У-—1. Мнимое число вида, 

У — «можно замфнигь другимъ: Иа ИТ. ДЬйствительно, У а, согласно 
первому условио, есть такое число, квадрать котораго равень — а- 

НоУ«И-—Т также есть такое число, квадрать котораго равенъ—а, по- 
чому что, примфняя къ этому выражен! ю правило о возвышеши въ сте- 
пень произведешя (согласно вгорому услов!ю), получимъ: 

(УзУ—1:=(0/ (У 
Условились сокращенно обозначать выражеше УТ одною буквою $ 

(начальная буква слова 1 таб! па1!тге, что значить мнимый). Такимъ 
образомъ, пишутъ: 

У—4=У4иИ—1=У-3=УЗИ-18У8 

Приведеше мнимаго числа къ виду, содержащему множителя $, яснфе 
обозначаеть мнииость радикала, которая безь того можеть быть. не 
вполн$ явною. 

229. Комплексныя числа. Общ видъ всякаго вещественнаго 
или мнимаго числа есть а--, гдВ а и В суть каюя-либо вещественныя 

числа, положительныя, отрицательныя, или равпыя нулю, & $ обозна- 

чен1о У—1. Число вида а-+-5 наз комплекснымъ числомъ 1 

1) Слово «комилексный» озпачаеть по-русски чсложный» составной»; 
такое назвалие числу вида, а было дано виервые нфмецкимъ малемати- 

комъ Гауссомъ (1777—1855). Назване «инимый» (ппаршаге) было 

введено фравцузскимъ математикомь Декартомъ въ 1637 г. 

17* 
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въ немъ в ель веществонная часть, № мнимая часть. При а=0 

оно обращается въ мнимое число &=5/—1=У-, при $=0 оно даетъ 

а--0.4, что равпо одному вещественвому числу а, такъ какъ произве- 
дене 6.5, согласно условшю второму $ 227-го, должно приниматься рав- 
нымъ нукю. 

Два комплексныхъ числа вида а--, а—М наз. сопряженными, 

Подъ такимъ видомъ представляются корни квадралиаго уравиеня, 
когда, они мнимые. Два комплексныя числа вида а--& —а—® наз. проти- 
воположны ми. 

280. Основное начало, которому должны быть подчи- 
нены комплекеныя чиела. Условившись надъ комплексными чис- 
лами производить дфйств:я и преобразовашя по правиламъ, выведенвымь 
для вещественныхь чиселъ, при условш, что ?= —1, мы должны будемъ 

подчинигь комплексныя числа слфдующему пачал: 

Для того, чтобы комплекепое чиело @--6{ равнялось нулю, необходимо 

и доетаточио, чтобы а=0 и 6=0. 

Хотя ипредложеше это можно было бы разсматривать, какъ услов!е, 
которое мы ставимъ относительно комилекснаго числа, и которое, слфд., 
не нуждается въ доказательств$, однако полезно обнаружить, что оно не 

находится въ противорфчи съ поставленными пами панЪфе двумя условшями 
($ 227), а составляеть естесгвениое слфдотве ихъ. Дьйствительно, поло- 

жимъ, что а--И==0. Тогда, совершая надъ этимъ равенствомъ преобразо- 
вая, дозволительныя ддя равенствь съ вещественными числами, и при- 
нимал = —1, мы будемь имбты 

а=— 5; @=(— лв — И, 9-и-=0. 

"Такъ какъ а? и $? суть числа положительныя, а сумма двухъ положи- 
тельныхъ чиселъ равняется нулю тол!ко тогда, когда каждое изъ нихъ 

отдЪльно равно нулю, то, значить, необходимо: а=0, $=6С. Обратио, если 
положимъ, что а=0 и $=0, то а Ы-=0--0.1; принимая умножеше на 

нуль и сложеше съ нулемъ въ томъ же условномъ смысл, какой при- 
нять для вещественныхъ чиселъ, мы должны приняти, чо 0-+-0.3=0 

СлЪдетв!е. Для того, чтобы числа а--6 и а’+0{ были равпы, 
необходимо и достаточно, чтобы а=а’ и 6= 

Дъйствылел по, если а--и а’, то (а—а)-+@®—)4=0 и, слфдова- 
тельно, а— а’=0 и ф— 5’. ©. аа’ и $=9. 

Обратно, если а=а’ и 6=%', то чиело а--% мы должны принимать рав- 
нымъ числу а’--%, такъ какъ эти комилексныя выражьшя въ этомъ 

‘случа вичёчь другь оть друга не отличаются. 
Изъ равенства комплекспыхъ чисель пепосредетвенпо слЬдуетъ, что 

вели 2 числа равны одному и тому же 3-му, то они раввы и между собою, 

Замъчан!е. Относительно комилекспыхъ чиселъ пе принято никакого 
зоглашеня, какое изъ нихь считать больши мъ другого. 
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231. ДЪйствя надъ комплексными числами. Чтобы про- 

извести к кос-нибудь дБйстые надь мнимыми числами, надо прежде всего 

каждое изъ нихъ приве ти къ виду комилекснаго числа а- затфыъ 

произвести дЬЙсгйя надъ двучлецами такого видё по тфмъ правиламъ, 
которыя выведены были для двучленовь съ вещественными членами 

(согласно условно второму $ 227 го и наконець, въ результатв замфнить 

звезд $? черезъ — 1 (согласно условно первому того же $). 

Сложенйе. (а) (а) =(а-ар-+ 5-й 

(ан) -+аый Нан) =а-ны-а)-+--ы-Нь) 

Отсюда, легко усмотрЪть, что сумма комизексныхь чиселъ обладаеть 

тЪми же свойствами, кая принадлежать сумм вещесгвенныхъ чисель 

($20) т.е. свойствами перемфстительнымъ и сочетатель- 

нымъ, 

Вычитан!е. (--) — (а, =‘а — а,)--(® — 6.4 

Отсюда вино, чго къ вычиганио комплекеныхь чисель можно прим- 
нять общее правило вычиташя алгебраическихъ чисел ($ 23), т.-е., чтобы 

вычесть какое-нибудь число, лостаточно приб’вить чиело иротивополож- 

ное; такъ, вмфето того, чгобы огь а-+-® вычесть а;--6, можно къ а 8 

прибавить — а; — 64. 
Заифтимъ, чго сумма или разность двухъ комплекогыхъ чисель можеть 

иногда оказалься числомь веществеляымъ (напр., сумма сопряженныхь 
комплексныхь чиселъ). ы 

'Умноженге. (@-- а, Ныд=аа,аы-нави--В (аа, — В+ 
++ (а,6-ра )ё. 

Подобнымь образомъ можно составить произведене трехъ и боле 

комплексныхъ чиселъ. 

Легко убЪдиться (повфркой), что произведеше комплексныхъ чисехь 
такъ же, какъ и вещественныхъ ($ 36), обладаеть свойствами: перем$- 
стительнымъ, сочетательнымъ и распред$ лительнымъ 

(относительно сложения). Напр. чгобы провБрить послфднее свойство, 

выражаемое равоислвомт: 

[аи -на-ный(е,-Нь) =а-ныха-ный-Н(а ыы, 
зыполнимь дЬйстыя, указанныя въ каждой части этого равенства. Лфвая 
часть даетъ: 

(а ныда, — ++: -+[@-Ныуь--(а-нады = (альрала, — 6, — ВЫ) + 
+ ба, Буа,--ав, ра... 

Вь правой части получается то же самое выражен!е. 

Провзримъ еще слёдующее важное свойство произведен я: 
“для того, чтобы произведен‘е комплексныхъ чиселъ равнялось пулю, 

необходимо и достаточно, чтобы одно изъ этихъ чиселъ равнялось нулю. 
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Двйствительно, если (а-Ни)(а Е) =0, 

то (ва; — 56, )-(а.0--аб,)ё==0 

и 15, ва, — [и 
аа: 

Умноживь первое уравнене этой системы на аи второе на Ъ, ело- 
кимЪ ихъ: 

ар -НРв-=0 или а.(а--°)-=0. (2) 
Умноживъ первое уравнене системы (1) наф и второе на а, вычтемь 

изъ второго первое: 

а? 9-0 или 6 (42--82)-=0. 
Изъ равенствъ (2) и (3) заключаемь, что иля ай--51==0, или а, =0, 6, 

Если первое, то а=0 и 5-0 и, слфд.. а--И==0; если второе, то а,--5и 
Обратно, пусть а--В=0, т.е. а=0 и $=0; но тогда и да. — И: = 

и а,5--06, лъд, и произведеше (а--И) на, (а.--$,) равно 0. 
Замфтимтъ, что произведеше двухь сопряженныхь комплексныхь чисоль 

(а--®)(а — в) равно положительному вещественному числу 7-69. 

Дфлен{е. Обозначимъ частное (4-5) : (а.--В:) черезь 2--уь гд® 2 и у 
предположимъ вещественными числами. Тогда, по опредфленню дзленя, 
будемъ имфть: 

иыде-ни=а-и, 
т.е. (р — ВУ-Нбе--ау) а-Н И, ‚ 

Откуда: а — узо, 
| ба-нану =6. 

Умноживъ первое уравнеше па а;, а второе на В, и сложивъ оба урав- 
неня, получимъ: 

а } ва, ими паб. 
й аз; 

Умноживь первое уравнено на 6, & второе на, а, и вычтя изъ второго 
первое, получимъ: 

а 6—6, 
(а@2--6.)у=а,6 — ав, и у= ааа * 

Формулы, найденныя для хи у, дають возможное рЬшеше, если только. 
а, т.-0. если а; п В, не равны одновременно пулю; другими сло- 
вами, если дфлитель а,-- не равенъ нулю. 

Вь втомъ случа, слфд., будемъ имфть: 

я 5, 46—06, ау Е Фа, (ав): «ый аб ыы аа 

Замъчан!е. Это же частное мы могли бы получить проще, умноживъ 
а--й 
а въ дроби числителя и знаменателя на комилексное число а, — 1, 
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сопряженное съ знамонателемь: 

Не, —50 в РН 46 ба -еЬ 06 
ее, ва — аа 

Возвышен!е въ етепень. Предварительно найдемъ результаты 

оть возвыщеня въ степень мнимаго числа 1, зная, что, согласно условно, 

Я должно принимагь равпымъ — 1. 

Такимъ образомь, послъдовалельныя степени $ доть повторяющеся 

результаты, а именно, слфдуюцие четыре: $ —1—% 1. Чтобы узиать, 

какой изъ этихь результатовъ получится при возвышении # въ степень съ, 

показателемъ п, достаточно раздЪлить п на 4 и обралить внимане только 

на осталокъ отъ дфленя. Такъ: 

Замфтимъ още, что ® мы будемъ принимать равнымъ 1. 

Теперь легко найдемь результаты возвышешя а-- въ степень съ ц- 

лымъ положительнымь показалелемь; такъ; 

(ооо) -- 24. 
(а-ы-оз-рзао--Зафде--Ф9з- ав — 346%) -- (3026 — 8) ит. д. 

Извлечен!е квадратнаго корня. Ноложимъ, что 

Откуда: 

Слфд. [6 

Вопросъ приводится къ нахождению вещественныхь корней этой системы. 

Возвысивъ оба уравнешя въ квадратъ й затЬиъь сложивъ ихъ, получимъ: 

нра и ау. 

(Знакъ-—передь радикаломъ отброшенъ, такъ какъ при вещественных 

значешяхь 2 и у выраженще 27--у? не можеть быть отрицательнымъ). Возь- 

мемъ послёднео уравнеше совмъетно съ первым уравненемъ системы {1}; 

складывая яхъ и вычитая, получимъ: 
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Изъ второго уравнешя системы {1) усматриваемъ, что знаки ухну 

должны быть одинаковые, если 5>0, и разные, если $<0. Поэтому: 

- и аа ‚,. а? —а 

у [У и" 2 при 5>0 
: У Иа д / Уч —а и А У алые 

И" +] 2 е 2 при $<0 

Прим$ры: 

визнву=-узеь-+ [У ЕН У Ужнн8 

туфли) 
зут-утеията-ь(И УЗ Ув о _ 

эуту=-уз-утаыа (И УЗ у. 
унии. 

ЗамЪчан!е. Чтобы изъ комплексныхь чисезь можно было извлечь 
корень третьей или высшей степени, имъ надо придать иной видь (триго- 
вометрически), о чемь мы здЬсь говорить не будемъ. 

232. Приведемъ два примфра, показывающие, какъ просто иногда до- 
казываются икоторыя истины при помощи комплексныхъ чиселъ. 

Теорема 1. Если даниое чиело есть сумма двухъ квадратовъ, то и 
квадрать ого есть такжо сумма двухъ квадратовъ. 

Пусть №=а?--5?, замфтивъ, что 42--=(а--®) (@— М) можемъ писать: 

№ (а-НЫ) а — (а? — у--Зана? — 9 — ам) = (аа — 4 = 
= — И 4. 

Теорема, такимъ образомъ, доказана. 

Теорема 2. Произведеше двухъ чисолъ, изъ которыхъ каждое есть 

зумма двухъ квадраторъ, также равно сумм двухъ квадратовъ. 

Пусть Мой-- = (а-НЫ(а — М) и Майа (На, — 69). 
Въ такомъ случа: 

№, —(а-НЫ) (@ — ®) (1-09) (а, — 9 
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Помноживъ вь этомъ произведешя перваго созножителя на, третьяго, 
а второго на четвертаго, найдемъ: 

УМ [аа; — 60 -- (8 мн} [аа — 66, — (аа) = 
= (аа, — 88} (@в,а.5). (1) 

'Теорсма, такимъ об] азомъ, доказана, 

Если въ томь же произведенш помножимъ перваго сомножителя на 

четвертаго, а второго на третьяго, то получит: 

ХУ, = [да, НБ --(а.6 — а81)й [аа.--5, — (@5 — а) = 
= (ва, (а.5 — ав, (2) 

Равенства (1) и (2) показывають, что произведеше №№, можеть быть 

разложено на. сумму двухъ квадратовъ двоякимъ образомъ. 

ГЛАВА У. 

Освобожден!е уравнен!я отъ ради- 
каловъ. 

233. Теорема. 9ть возвышешя обЪихъ частей уравие- 
ыя въ одну и ту же степень получаемъ новое уравнеше, ко- 

торое, еверхь корней перваго уравнешя, можеть имфть еще и 
поетороные корни. 

Док. Пусть имемъ уравнеше А=В. Возвысимь 00% его 

части въ одну и ту же степень, напр., въ квадрать. Тогда полу- 
чимь: 42=?. Представимь это уравиене въ такомь видЪ: 

АЗ--В*=0 или (А—В)(А-В)=0. 

Чтобы произведеше равнялось пулю, необходимо и доста- 
точно, чтобы одпнъ изъ сомпожителей равпялся нулю; зна- 
чить, послёдиее уравпеше удовлетворяется и такими значе- 
ями х, при которыхь А—В=0, и такими, при которыхь А-+-В=0. 

Первыя звачешя удовлетворяють данпому уравненшо, такъ 

какъ если А—В=0, то это значить, что--А=В. Вторыя зна- 

чевя х окажутся посторонними для даннаго уравнен!я, такъ 

какъ если А-+В=0, то это значить, что А=—В, тогда какъ 

данное уравпеше требуеть, чтобы А=В. 

Вообще, возвыенвъ 0бЪ.части уравнешя А=В въ п-ую степень, по- 
дучимъ: 

А*—В” или А®— В" =0. 
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Разность одинаковыхъ слененей двухъ чисолъ можеть быть представлена, 
въ вид произведеня двухъ множителей ($ 79): 

А" — В" (А — В) (А"—1-ВА*-2-В*А"3--... +В"), 

Слёд., данное уравнеше распадается на, два, уравнен!я: 

А—В=0 п 4"—1--В "#8 А"3--... -- 10 

Первое изъ нихъ есть данное ‘уравнен!е; второе доставляетъ цосторон- 

шя рЬшения. Если случится, что это второе уравнеше совсфмъ не иметь 

решен, то тогда постороннихьъ рЬшевой не будетъ, 

ПримЪръ. 

Уравнене 35—2=2% имфеть одинъ корень х=2. Посл воз- 

вышеня его частей въ квадратъ, получаемь новое уравнене 

(32—2)*=(24)?, т.-е. 922—125-4=44?, 

или 522—125--4=0, 

которое иметь два корня ($ 216): 

„_ И 36—20 64/16 _ 6+4, 
лы! 

21=2; 1.=2. 

Первый корень удовлетворяеть данному уравненю, а вто- 

рой для него постороннййЙ; опъ удовлетворяеть изм$ненному 

уравнению: 
32—2=—2т. 

СлЪдетв!е. Если для рьшешя уравненя приходитея обЪ 
его чаети возвыеить въ одну и ту же степень, то, найдя 
корни полученнаго уравнешя, мы должны особымъ изелфдо- 
вашемь опредЪлить, как изъ нихъь тодлтея цля дапнаго 

уравнешя; для этого каждый изь корней подетавляемъ въ дан- 

ное уравнеше и такимъ образомь находимъ тВ изь нихь, ко- 

торые обращають ото уравнене въ тождество. 

234. Рьшен!е уравнен1я, въ которомъ неиз- 
вЪетное входить подъ знаки радикаловъ. 
Чтобы ршить такое уравнен!е, его должно предварительно 

освободить отъ радикаловът. Ограничимся указа- 
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вемь, кавь ото достнгнуть въ двухь простёйшихь слу- 
чаяхъ. 

ЗамЪтимь, что во веЪхь приводимыхь ниже примфрахъ знакь 

У озпачаетъ ариемегическое значене корня. 

Случай 1, когда уравнен1е содержитъ только 

одинь радикалъь какой-нибудь степени. 
Переносять вс ращопальные члевы въ одну часть уравнешя, 
оставивь радикалъ въ другой (уединяютьъ радикаль); за- 

тЪмъ возвышаютъ об части уравнен1я въ степень, показатель 

которой равепъ показателю радикала. 

ПримЪръ 1. Уз-+7—#—1=0. 

Уединимъ радикалъ: Уз-Т=а-а. 
Возвысимь об части уравнешя въ квадрать: 2-7 ==22--2е-1. 

Рьшивъ ото уравнеше, получимь; 2:=2, х.=—8. Испытавь эти 

зпаченя паходимъ ‚что данпому уравнению удовлетворяеть только 

21; второе рёшеше принадлежить уравненио: Уз-ЕТ=е-1. 

2 
ПримЪръ 2. 1+-+ =0. 

Уг— 
Приведя уравшене кь цфлому виду и уединивь радикалъ, 

4 
получимъ: ИУ =- 8. Возвыепвъь 00% части въ четвертую 

степень, найдемъ: 

2—9=16; откуда: в==45. 

Ни одно изъ этихь рзшешй не удовлетворяеть данному ура- 
и 

вненио Оба они принадлежать ур-—Уя—9 2. 

11 1 15 
ПримБръ 3. и УЕ 

Возвысимь 00% части уравнешя въ квадрать и отбросимъ 

въ обфихь частяхь одинаковые члепы' —: 
@ 
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Посл вторичпаго возвышешя въ квадрать, нолучаемъ: 

Откуда: 

Сл$дов., 

1.=—24. 

Подстановкою убЪждаемся, что рьшене х. удовлетворяеть 

дапному уравпенпо, а рёшен1е х. для пего ностороннее. 

Случай 2, когда уравнен{е содержитъ н$- 

сколько квадратныхь радикаловъ. Напри- 
м5ръ, пусть уравнеше, приведенное къ цфлому виду, содержитъ 

три радикала: У, У п Ус гдВ а, В п с, обозначають кавя- 

либо алтебрапчесвя выражешя, содержашия пеизвЪстпыя. Же- 

лая освободить угавнеше олъ Ув, выпесемь этоть радикаль за 
скобки изъ веъхь члепогъ, гдЪ ошъ Есарчается, зат мъ уеди- 

нимъ его и возвысимь обЪ части урарнешя въ квадратъ; этимъ 

освободимь уравнеше оть Уз и не введемъ ппкакихь новыхъ 

радикаловъ. Подобно этому освобождаемъ уравпеше оть 170 и 

затЪмъ оть Ус. 

Примръ. Уз-нанут Из НИТ =0. 

Такь какь а-а?=яа-т), 1—22=(1--2)(1—$), 5—1? 

=(1—2), то, положивь для краткости: 1--2=а, 2=5, 1—2=5, 

получимь ‘уравнеше такого впда; 

Ув-+И-+Июв-+Уа=0. 

Выносимъ Уз за скобки и уединяемъ его: 

ИкуИсчн=-—Уь. 

Возвышеше въ квадраль даетъ: 

а(б-не-а ча ед =. 
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Выносимъ 03 за скобки и уединлемь его: 

2/1 ид 5—6 —ас-а—ва/с=А—9а/ 

ДВ А=фе—аб—ас—в. 

Возвышеше въ квадратъ даетъ: 

да (1 -+с--2У = А®—далу да. 

Выносимъ за скобки Ус и уедипяемъ его: 

да «(25 --А)=А?+- 40—46 — Чао. 

Возвысивъ въ квадрать, окопчательно находимъ: 

16а2с'206-- А}? ==( А?--4ае—4а6—4а?6с)?. 

Подотавивь выфето а, Би сихъ выражешя, получимь рацюналь- 

пое уравненйе съ пеизвЪетпымь 2. 

235. Освобожден:е уравненйя отъ знаковъ радикала 

помощью неопредленныхъ коэффищентовъ. Укаженъ наи- 

боле просгойспособъ приведеня уравневя къращюнальному виду. Пустьдан- 
п 

ное уравнеше содержить У 4 (гдБ 4 есть какое-нибудь выражен!е, заклю- 
зающее неизв] стныя), при че мъ этотъ радикалъ можеть входить въ урав- 

неше вь различныхь стеценяхъ. т.е. въ немъ могуть встрёчаль ся: 
РЕ РИ НЯ 2: 
Утуе=(Ит»., е=(Ит} ит. д. Обозначивъ дзя краткости УЧ 
черезь г можемъ положить: 

Уч Ие=-у а 
Предположимьъ далфе, что, замфнивъ въ уравненш различныя степени 

Й 
У у соотвфтственными: степенями т, мы получимъ уравнеше вида, рац!о- 

нальнаго и ц$лаго относительно т. Къ такому, виду. всегда, 
можеть быть приведено уравиене. Въ самомъ дЬлЪ, если бы въ немъ были 

Й 
члены, дробные относигельно у/`4,мы могли бы предварительно освободить 

й 
его отъ знаменатедей; далфе, если бы // 4 етоялъ подъзпакомъ другого ра- 
дикала (т.-е. уравнене содержало бы сложные радикалы), мы тогда, 
обозначили бы черезъ г этоть сложный радикалъ, съ цфлью предварительно. 

освободиться огъ него. 
Если въ уравнеши встрфтятся члены, содержаще г съ показателем, 

большимь иди равнымь п, мы можемь въ каждомъ изъ вихъ сдфлать по- 
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казателя меньшимъ я, основываясь на равенств%: 7*==9. Такъ: 

ду; и т, д. 

Понизивъ, такимъ образомъ, показалолей при 7 вездВ, гдВ можно, мы 
приведемъ уравнен!е къ виду: 

тыс... --==0, (1) 

тдЪ коэффищенты д, $, с... Ё и $ могуть содержать друме радикалы (нфко- 
торые изъ этихъ коэффищентовъ могуть равняться 0). 

Чтобы освободить это уравнеше отъ всфхъ степеней радикала, г, умно- 
жимъ об его части на многочленъ степени и—1: 

т 4"-3-В”-3--....-К, (2) 
въ которомъ всё и—1 коэффищентовь оставимъ пока неопредЪлен- 
выми. П0слф умножешя правая часть уравнешя будеть 0, а лфвая обра- 
тится въ многочленъ: 

613" —2--(а А)" 3--(вВ-РБА--с)" 4. „НИК. 

Понизимъ въ этомъ многочлен показателей при + во вофхъ чденахъ, гдё 

эти показалели больше или равны и, и соединимъ въ одинъ вов члены, 
содержащие одинаковыя степени 7; тогда получимъ уравнеше вида: 

Мт—-- М2. .|-В’-+-5=0, (3) 

тд М, М... и 5 суть выражевя первой степени относительно неопред%- 
ленныхъ коэффищентовъ 4, В, С... К (какъ легко видЬть изъ разсмотршя 

процесса получешя этихъ выражений). 

Составимъ теперь систему »—1 уравнен! порвой степени съ и—1 
неизвъетными А, В, 0... К: 

М=0, М=0,... В-=0 (4) 
Рьшивъ эту систему и вставивь найденныя значешя неопредфлен- 

ныхь коэффищентовъ въ ур. (3), получимъ уравиене, не содержащее УЕ 

=0. 

Полезно замЪтить, что это уравнене обладаеть вообще посторонними 

`рёшешями, именно тБми, которыя удовлетворяють уравнению: 

т-—1--4т-24-В"--3-...4-К=0. 
ели въ уравиеши встрфчаются друме радикалы, мы тёмъ же пре- 

момъ уничтожимъ послфдовательно и ихъ. 

ПримЪръ. 

4 р 
И} —иИз— ==. 

Для от обозначимъ зе черезь 4; тогда уравнеше будеть: 

ув Уно, Если положимъ: ИЕ то уравнеше приметь вилъ; 
#8 —г:-+-1=0. 
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Умпожиль обв чаоти уравнешя на мпогочленъ: 

#--49--В--0 

съ 8-мя неопредвленными коэффищентами 4, Ви 0. Посяё умножешя 
будемъ имзты 

2-48 (В—1) 7+6 — 4+1) (А — В) (В— 0) "+050, 
1.0. 7-+40+- (В—1)4+ @—4А-+09+.......... 0; 

АННА В+ + (В-0--49 + 1+ (В—1)=0. 

С— 441=0 (=А—1 
Положимъ, что А— В--9=0 или В=А+а 

В— 6+44=0 А-4— 4+1+-44=0 

Откуда находимъ: 

Ч 

и ва - (и 

"Теперь уравнен!е приводится къ виду: 

$—2—34-—1=0, 

Подставивъ на мфото 4 разность 2—2 и произведя упрощешя, окон- 
чательно получимъ уравнене: 

2? — 4 --2--1==0, 

ЗамЪчан1е. Можеть случиться, что уравнен!я системы (4) окажутся 
несовм стными; въ этомъ случа, значить, не существуеть много- 

членъ (2) степени (п-—1)-й, способный обратить въ нули воз коэффищенты 
при и въ ур. (’). Тогда пробуемъ тёмъ же пр!емомъ найти многочленъ 
степени (—2)-й, достигающий той же цёли. Если и такого многочлена, не 
окажется, будемъ искать многочленъ степени (и—3)-Й и т, д. 

пПримзръ. 

УЕ = ут. 
ИЕ Уи, и—2--4=0. 

(9—4) ар де--В) и (4—2) (ВА 
4+ (44—28) +48 (4—2) 4 (В— 2444)... 
= (В—24--4) 7 (4А—28--дт- [48+ (4—2) =0 

Положныь, что | В Е ы 
44 —28В--4=0 4А—2В= 
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Уравнешя этой системы оказываются несовмфстными. Посмотримь, 
нельзя ли найти многочленъ 1-Й стецени: г--4, достигающий той же ца 

(8 — 24-4) (+4) =2+ (4—2) 2+ (4 —2АуААе 
=9+(4А—З)7+..... = (4—2) 9+ (1 — 24) г- 144-150. 

Оказывается, что при А=2 коэффищенты при 1? и при г обращаются 
въ нули, и уравнеше принимаезь ращональный видь: 8--9=0. 

286. Приведен1е знаменателя дроби къ рацональ- 
ному виду. Для этой цьли можеть саужить тоть же премъ, который 
въ предыдущемь парагр`фВ былъ нами указань для ос! обождешя урав- 
неншя оть знаковъ радикала. Въ самомъ дЬлф, очевидно, что если для 

р 
уничтожешя различныхь степеней /49 въ уравнени Р=О достаточно 
умножить об его части на приличн › выбранный многочлень Р,, то для уни- 

В 
чтожешя различныхь степеней УЧ въ знаменател® Р дроби достаточно 
умножить числителя и знаменателя па Р,; 

Пусть, папр., ичфемъ дробь: 
1 

й У8—Уза "НН 
ТД г= И. Множитель, обрыщаюций знаменателя этой дроби въ рацЮ- 
нальное выражеше, есть многочленъ 13--41--В/--С, коэффищенты кото. 
раго мы уже опредфлили въ примфрз предыдущаго параграфа. Они равны 

(полагаемъ 4=2). 
3 1 5 А=—5, В=.' 6=—5 

Ви, 14 5 Значитъ, ат -+с=У8 —5У2+ 5—5. 

ПослВ умножешя въ знаменатель получим: 

6+(8—04=—8+ (5—1) а -—1=-5° 

Значить, дробь приметь видъ: 

—зуззу Уз. 
7 
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ГЛАВА У! 

Уравнен!я выешихъ етепеней, приво- 
димыя къ квадратнымъ или къ ура- 

вненямъ первой етепени. 

237. Биквадратное уравнен!е. Такь наз. уравпене 

четвертой степени, содержащее неизвфстное только въ чет- 
ныхъ степеняхъ. Общ видь его слфдующй: 

ааА ай -Не==0. (1) 

Такое уравнеше легко приводится къ квадратпому посред- 

ствомъ введешя вспомотательнаго неизвЪфетнаго. Положимъ, 

что 2 = у; тотда ай =(а?)2=у?, и уравиене приметь видъ: 

ауе-Бу-е=0. (2) 

Уравневе это имфеть два корня: 

ИЯ И 
и 24 р 2а 

Подставивь каждое изъ этихь значен! въ уравпеше 22=у, 
найдемъ, что биквадратное уравнеше имфеть сл6дующе 4 

корня: 

И = Уй—4е —5 Иа 
#1= . ы =+ Зе 

| У ас —-— Ише 
БИ 2а ЫЕ 2а : 

Если корпи у; и уз вспомогательнаго квадратнаго уравнешн (2) 

окажутся мнимыми (что будеть при $*—446<0), то вс 4 корпя 

биквадратнато уравненйя (1) будуть также мнимые. Если у: и уз 

окажутся вещественные перавные (что будеть при 9—4а6>0), 

то могуть представиться слЪдуюцие 3 случая: 1) одинъ изь 

корней у, и у. положителенъ, другой отрицателенъ; въ этомъ 

случаЪ 2 корпя биквадратнаго уравнон!н вещественные, а два 

А. Каволовъ. Алгобра 18 
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мнимые: 2) оба кория у; и уз положительны; тогда вс 4 корня 
биквадратиаго уравиешя вещественные; 8) оба корня у: п уз 

отрицательны; тогда всф 4 корня биквадратнаго уравнешя 
мнимые. Наконець, если корни у; и у» равны (что будеть при 

2 —44=0), то 4 корня биквадратнато уравнен!я дфлаются по- 
парно равными: 

> ь 
== += = 32 

н будуть всЪ или вещественпые, или вс мпимые. 

ПримЪръ. Рыпить уравнеше а^—132*--36 =0. 

2=у; =; у13у-+-86=0; 

181/169 13, 
#7. 4 48 2— 

13-5 
уе #9; у»= } 2 2 

2=И у аа=+И9=8; =—У9=—8; в=+И4=а; 
—в. 

238. Преобразован1е сложнаго радикала/ АУВ. Корни 
биквадратнаго уравненя, какъ мы видёли, выражаются подъ видомъ 

сложнаго радикала Ул+ув Такой радикахь въ нЪкоторыхъ слу- 
чаяхь возможно представить въ вид суммы или раз- 
ности двухъ простыхъ радикаловъ. Покажемь, какъ и при 
какихъ услошяхъ это можно слфлать. 

Пусть въ сложномъ радикал У +В числа Аи В будуть соиз- 

мфримыя, при чемъ У/В число вещественное несоизиримое (и, ольд., 
В число положительное). Предположимъ, что возможно равенство: 

И А-УВ=У=+Уу 
въ которомъ числа 2 и у положительныя соизмвримыя. Возвысивъ 068 
части этого равенства въ квадратъ, получимъ: 

АУ Вау зуна-у-- Уаз: 
Откуда: Ува —2—Фу+УВ 

и сад. 4 2у= (А—#— у) *--В+-2 (А— 8— УВ. 
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Лъвал часть отого уравнешя есть число соизмёримов; знячить, и правая 
часть должна быть числомъ соизмвримымъ. По это возможно только тогда, 

когда кооффищенть при УВ будеть разень нулю. Положивъ 

А—#—у=0, находимь: -+-у-=А; чогда 4 зу=ТУ В, 
или: 

а-у=А, зу 

Изь этихь равенствъ видно, что 2 и у можно ралсматриваль, какъ корни 

такого квадратнаго уравненя, у котораго коэффищенть при ноизвзетномъ 

во 2-й сгепени ость 1, кооффищенть при неизвЪогиомь въ 1-Й степени 

есть — 4, & свободный членъ равенъ 8 ($ 219).Значить, рёшивъ уравнене; 

В — 4+ =0, 

найдемь ® и у. РЕВ: а 
8 В_А А8—В о Аи 

И = Ее 

Отсюда видно, что 2 и у только тогда будуть чиоль положительныя 

соизмьримыя, когда 1) А есть число положительное, 2) 42 — 

есть точный квадрату; значить только при этихъ усло- 

в1яхь радикаль И АИ В можно представить въ вид 
суммы двухь простыхъ радикаловы 

(0 

(2) 

3 Я 8 у 

`_ Ув _УЗ+УИ. 
уп п 

18* 
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(Извьотная геометрическая формула удвоешя числа сторонъ правиль- 
паго вписаннаго многоугольника). 

Здрсь А=2®, В-=4м — 22,53, | ̀ А3—В = а,7; поэтому 

ат Вы Вт |, (= )-И: ( —>). 

ЗамЪчан!е. Равенства (1) п (2) остаются вЪрнычи и тогда, когда 
43 — В неесть точный квадрать и даже тогда, когла А и В числа несоизм}- 
римыя; но тогда эти равенства не представляють прахтическаго инлереса. 

239. Возвратное уравнен!е 4-й степени. Возвратнымъ 
уравнешемъ вообще называется уравнеше, у котормо коэффищенты, 
равноогсгоящие оть начала и конца, одинаковы Такимъ образомъ, воз- 
вратцое уравнеше 4-й степени есть уравнеше вида: 

азс --а=0. 

Чтобы рЬшить такое уравнеше, раздфлимъ обв его части на, 2? (мы имфемъ 
право это сдфлать, такъ какъ 2 не равно 0: 

5, а 
аа = кт =0 

или а( +) а +е=0 
р х я 

Введемъ вспомогательное неизвестное у, опредфляемое равенствомъ; 

#—2; Е и ГИ 
= ;-у; тогда А--2--ь = и, сл. Яя 

подставивь эти выражешя въ уравцен!е, получимъ: 

а (у — 2) +вуе=0. 
Рьшивъ это квадратное уравнеше, найдемъ два значешя для у; пусть 

это будуть: у:=а и у,=8; тогда 

и слБд-: 2 —024-1=0 и 2 — В2--1=0 

Изь отихъ двухъ уравненй найдем 4 рышешя данпато уравнешя 

240. БолЪе обиЙ случай уравнен1н 4-й степени. Подоб- 
нымъ же премомъ можно рьшить ураннеше 4-й сгепени: 

ада ал-роай-рал--е=0. 

если коэффищенты а, 5, и е удовлетворяють пропорщи: 

в -е=02: 42. 

Вь самомъ дёль, изъ этой пропорши находимъ: о зелфд.,уравнеше 
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принимать видъ: а-я о-ва —0. Раздфливъ всб его члены на 22, 

можемъ уравнен!е представить такъ: 

(+) го (. + &) 2-0. 

Если положим, что ау, то нии, и уравнеше пре- 

вращается въ квадратлое: 

вене 
Пайдя у, легко опредёлимъ потомъ и т 

Примъръ. Ршить уравнен!е 22 — 1527-4022 — 45%--18==0 

Замьтивъ, что 2:18= 15):(— 45), раздьлимъ веВ члены уравнешя 

на 2? и представимъ, его въ видЬ: 

3+) 
9 

Если положимъ, что ау, то аи 6, и уразвнеше будеть: 

2(у?— 6) — 15+ 10=0 вай 29? — 15у+-238==0. 

15 ном 

Откуда: = и =>. 

Зпаченя х опредфляются уравненями: 

изъ которыхъ находимъ: 2; ==1, 2.=3, аз=8, а < 

241. Уравнен!я, у которыхь л6вая часть 

разлагается на множителей, а правая есть о. 

Такъ какъ произведеше можеть равияться 0 только тогда, 

когда, по крайней мЪрЪ, одинъ изъ сомножителей равенъ 0, 

то рышеше уравнешя вида: АВС...=0 приводится иь рьшешю 

уравношй боле пизкихь степеней: А=0, В=0, 0=0... 

ПримЪ5ры. 

1) а®-НыЯ-сх==0. Предотавивь уравпеше въ видЪ: 

жал? Нее) =0, 

замфтимъ, что оно распадается па два уравнешя: 

2=0 в @2?-е-Не-=0. 
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3) ааз-Еба?--55-На=0. Это возвратнос уравнев!е 8-й стененц, 

можно представить такъ: 

а(28--1)-НБх(е--1)=0. 

По дааа) @-1е—1) 
=(@е-Н1)@*—=+1); 

поэтому уравнен!е мозкемь написать такъ: 

(дает) 6] =0. 

СлФдов., опо распадается на два уравпешя: 

241=0 н 02—а афа=0. 

Откуда легко получимъ три зпачешя для х. 

242. Зная одинъ корень уравнен1я, можем понизить 
его степень на 1. Пусть инфемъ уравнеше а2”-- 4" —1-сдт—2--..-0 
и положимъ, что одинъ корень его извЪфстенъ, напр., х=а. Въ такомъ 
случаВ иЪвая часть уравневя дфлится наз—а ($ 76, слфдетые 2-е). 
Разхьливь на самомъ дЬль, получимъ въ частномъ н$который много- 
членъ @ степени (т— 1) й. Такт какъ дфлимое равно дьлителю, умножен- 
ному на частное, то предложенное уравиеше можно представить так: 
(= —е) 9=0. Теперь очевидно, что уравнен!е раснядается на два: х —а=0 
и 9=0. Послфдиее уразнеше есть (т— 1-й степени. 

ПримБруъ: #2 — 15272-564 —60=0 

Замтивъ, что уравнеше удовлетворяется при 2=10, дяимъ его тъвую 
часть на =— 10; въ частномъ получаемъ 2? — 52-6; посль этого уравнене 
представляемъ тахъ: 

(#— 10) (2 — 52460, 
2=10, 2,=2, х;=3. 

243. Упрощен!е двучленнаго уравнен1я. Дьву- 
членнымь уравнешемь паз. уравшеше вида: вх"--Ь=0, или, 

откуда: 

ь 
что то ке самое, впда ="-.-=01). Обозначивъ абсолютную вели- 

а 

ь 
чину дроби - черезь 4, мы можемъь двучлепиое уравион{е 

а 

1) Когда двучленное уравнеше имфоть видь аз”--ат0, твои, 
то его можно представить такь: 2“ @27—п--6) ==0 и, сяфд. оно расна- 
дается на два, уравцешя; 2==0 ц а27—2-- 5—0, : 
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написать: или ”--9==0, или 2”—4=0. При номощи вепомо- 

тательнаго неизвфотнато эти уравиенёя всегда можно упростить 

такь, что свободный члень у перваго обратится въ -1, ау 
т _— 

второго въ —4. ДЪйствительно, положимъ, что 2=у Уз, тдЪ 
т 
У есть ариометическ!й корень т-Й степени изъ 4; 

тотда 2”==9у", п уравненя примуть видъ: 

ау’--а=0, т.е. у”--)=0; откуда: у"--1=0; 
или 4у"—9=0, т.е. 4(”—1)==0; откуда: у/"—1=0. 

Итакъ, рЭшеше двучлеппыхь уравнен!й приводится къ р%- 

шенйо уравненй вида у”-1=0. Рёшеше такихъ уравненй 

элементарными способами можеть быть выполнено только при 

ифкоторыхь частныхь значеняхь показателя т, напримёрь, 

при т=3, 4, 5, 6, 8, 9 и ири иВкоторыхъ другихъ. Общий пр1емъ, 

употребляемый при этомъ, состоитъ въ разложении лЪвой части 

уравненя па множителей, послё чего уравнеше приводится 

къ виду АВС... =0, раземотрЪиному нами раньше. 

244. вЪшен!е двучленныхъ уравнен!й тре- 

тьей степени. Эги уравнешя слфдуюпия: 

23—1=0 и х3--1=0. 

Замтивь, что 

ола 1. (х—=@ер—Ю (+1 

иы=@е-н)а-—2, 

мы можемь предложениыя уравнепя палисать такт: 

(Па =0 и @ба-а-=0. 

Значить, первое изъ нихь ныфеть корни, удовлетворяющие 

уравнешямь: 

2—1=0 и ао, 

а второё-корнл, удовлетворяющее уравнешямъ: 

д ==0 п 2—1 =0. 

Рьшивъ ихь, находимъ, что уравнене 2—1 =0 имветь слЪ- 
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дующе три корня: 

изъ которыхь одшиь вещественный, а два мнимыхь; уравиене 
2--1=0 иметь три корпя: 

ЕЕ: „Е 
‹ а р О 73` р] ’ =—1, 

изъ которыхь также одпиъ вещественный, а два мпимыхъ. 

245. Друг!е примБры двучленныхъ уравневй, разр%- 
шимыхъ элементарно. 1) 2*—1 =0, это уравиеше можно напи- 
сать такъ: 

(#— 1) '24+1)=0. 

Слфд, оно распадается на два: 2 — ] =0 и 2*--1=0, отсюда находимъ: 

а=ив=кУИ — Г. 
2) ̂ --1=0, уравнен!е можно написать такъ: 

(2+1): —222=0 или (22-1 — #2) (#-+1-+-2У 2)=0. 
Слёд, оно распадается на 2 уравнешя второй степени 

3) 2 —1=0; уравнеше можно написаль такъ: 

(@—Пачя-яе+1=0. 
Слфд., оно распадается на два уравнешя, изъ которыхъ послёднее есть 

возвратное уравнение 4-Й степени, | Бшаемое элементарно 

4) #--1=0, уравнеше можно написать такт: 

(#1) я — ай — «+1 =0 

Слфд., оно распадается на два уравнения, изъ которыхь послБднее 
есть возвратное 4-й степени 

Подобнымъ же образомъ рьшаются уравнешя 

2951 =0, 28-51 =0, 2751 =0 
и ныкоторыя друйа 

246. Различныя значен!я корня. Рыпеше дву- 
членныхь уравнешй т-Й степепи имЪеть тзспую связь съ на- 

хождешемь воёхъ значешй корня той же степени изъ даннаго 

числа. Вь самомь ДЬлЪ, если черезь х обозначимь какое 
т 

угодно значеше ул, то, согласпо опредфлешию корня, мы 

будемь имЪть: 1”=А и, слБдов., д”—А=0; такимь 
образомъ, каждое рёшеше этого двучлениато уравпешя пред- 
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ставляеть собою т-й корень изъ числа 4; слд., сколько дву* 
т 

членное уравнеше имфеть различныхь рфшенй, столько Уя 
имфеть различныхь значешй. 

Основываясь на этомъ замЪчанш, докажемъ, чо корень 
кубичный изъ всякаго числа иметь три 

Эла. 

различныхь значен1я. Найти вов значешя УА 
зпачить, другими словами, рёшить уравненше 23—А=0. 000- 

значивь арпометическое значеше Ул черезь 4 (оно можеть 
быть только одпо, $ 163, ПТ), введемф вспомогательное неиз- 

вЪетное у, связапное съ х такимь равепствомъ: 2==4у. Тогда 
уравнеше 2°—А==0 представится такъ: 43/3—А=0; но 4*=А; 
поэтому 4%/—А=А (у’—1); слВдов., уравнене окончательно 
приметь видъ: у3—1=0. Мы видфли, что ото уравнеше иметь 
три корня: 

—1+И-3 —-—8 
ре 93 Ре А, Уз 

Каждое изъ отихъ значеш!, удовлетворяя уравненшю у*=1, 

предсгавляеть собою кубичный корень исъ 1. Такъ какъ 2==9у, то 

—а+иИ= и 5 
ор в ТБ 2,01, =. 

з 

Это и будуть три значешя Уд; одно изь нихь веществен- 

ное, а два мпимыя. ВеЪ они получатся, если ариеметиче- 

ское значен1е кубичнаго корня изъ 4 
умножимъ на каждое изъ трехъ значен! & 
кубичнаго корня изъ 1. Напримръ, кубичный 

корень изъ 8, ариеметическое значеше котораго есть 2, имЪеть 
слЪдуюцщая три значеня: 

И ау: кие 1—У—8. 
2 

ЗамЪчан!е. Въ высшей алгебрВ доказывается, что двучленное урав- 
2 

нон!е 2” — Д=0 имфеть т различныхь корней; волёдотве этого “А” 
имфеть т различныхь значений, при чемъ, если # число четное и А отри- 
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цолельное, то вов оти значешя мнимыя; если т четное и 4 положительное, 
то два значешя веществепныя (изъ нихъ одно положительное, другое отри- 
цалельное, съ одинаковой абсолютной величиной); наконець, если т не- 

т 
четное число, то изъ веёхъ значенй У’ только одно вещественное, 

247. Трехчленное уравнен1е. Такъ наз. уравнене 

вида: ад”--фа"--е=0, т.-е. уравнеше, содержащее 3 члепа: 

одинъ свободный (с), другой съ пеизвфотнымь въ нфкоторой 

степени п и трей съ неизвзстпымь въ степени, которой пока- 

затель есть 2и. Ршен!е такого уравнешя посредствомъ вве- 

дея вспомотательнато ‘Неизвфстиаго приводится къ рфшенйо 

квадратнаго и двучлениаго уравнешй. Въ самомь дфлЪ, если 

положимь, что д”==у, то тогда а”==(а”)2==у? п уравнеше 

приметь видъ: ау?-Ъу-е=0; 

{ 2. й 2. откуда: о $- УЪ с. Е т ыыы 

24а 24 

и, слфдов., ду: и =,“ 

РЬшивъ эти двучлепныя уравнешя, найдемъ вов значешя х. 

ПримЪ$ръ. Рьшить уравнен!е 2°—923--8==0. 

У 81 9+7 
8=у; /\—9 ‚= 8 $ =у; У ао: уно =” 

Ч:=8; уз=1; сиВдов., 2 =8 и 2 1. 

Рьшивь эти двучлепныя уравневя, получимь слдуюнйя 

6 значешй для 2: 

2:=8; я 1/23; в=—1—У-8; 

—+И>, _— У -—. 2=1; 25 ‚в а р] 2 

248. Уравнев!я, сходныя ©ъ трехчленными. Подобно 

трехчленнымь, рёшаются также уравнены вида: 

ав 0--о=0 и а ое-но=0, 
если © есть такое выражен!е, содержащее 2, которое. будучи приравнено 
какому-нибудь данному числу, составить уравнене, разрёшимое элемен- 

тпоно. Въ самомъ двдЪ, замбнивъ въ двяныхь уравношяхь @ на у, поду- 
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чимъ квадратное или биквадратное уравнене относительно у. Найдя вс 
значешя у и подставивъ каждое изъ нихъ въ ур. 9=у, найдемъ изъ этого 
уравнешя всВ значешя = 

Прим$ръь. (1? — 52-- И) — 12(а2 — 62-11) +-35=0; 

Положнвъ 27 — 52-11 ==у, получинъ: у? — 12--35=0, 

откуда: \=7, и=5, 

ох, 4 — 52--1=7 и 2 —62+П1=5. 

`Рьшивъ эти уравнен!я, находимъ: 2, =4, 2,==1, х.=3, 24=9. 

249.Введен!е вспомогательных неизв етныхъ. Иногда 
‚уравнеше удается рёшить, посредствомъ вурден!я двухъ или болфе вспо- 

могалельныхь неизвфстныхъ; въ такомъ случа данное уравнене приво- 
дится къ системь уравнен съ вспомогательными неизвфотными. 

ПримЪръ. (2+4) (&--5=е. 
Положимъ, что аа =у =--6=г; тогда рьшен® даннаго уравнешя сво- 

уе, у-е=а— 

Чтобы рёшить эту сисгему, ‚возвысимъ второе уравнеше въ 4-ю степень 

и вычтемъ изъ него первое; тогда получил: 
данс — дула 9 
уг (2уе — Зуа-- ау =е — (а —6)*, 

т.е угу —ануг]=е — (а —5\*% 
Но у--2=@—5; подставивъ, найдемъ: 

За — Блуа с -- (@—5)%. 
Изъ этого уравнешя опредфлимъ уг; зизя уг п у— 2, легко затВмъ най- 

демь уизг 

или 

ГЛАВА УП. 

Н1 АО замфчан!я объ алгебраиче- 
екихъ уравнешяхъ. 

250. Оби видъ всякаго алгебраическаго уравнен1я, 
Мы видфли ($ 114) что уравнеше, содержащее неизвЪстное въ знамена- 
теляхъ, можеть быть приведено къ цблому виду. Далфе мы знаемъ 
(6$ 281, 235), что уравпеме, содержащее неизвестное подъ знакомъ ради- 
кала, можеть быть приведено къ рацюнальному виду. Велфдотв!е этого 

можемъ сказаль, что всякое уравнеше, въ которомъ неизвестное связано 
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съ данными нислами посредотвомъ копечнаго числа, 6-ти алгебраическихь 
дЬйстый (сложешя, вычитаня, умноженя, дфлешя, возвышеншя въ степень 
и извлечешя корня), можеть быть приведено къ такому цвломуи ра- 

ц!ональному виду: 

адт--ыт а 4-сдт—24-...--де--=0, 

тдь коэффищенты уравненя а, 6, с... ® и суть постоянныя веществен- 
ныя или комплеконыя числа, а т есть’ показатель степени уравненя. 
Нькоторые коэффищенты въ частныхъ случалхь могуть раввяться 0. 

Уравнеше -тзкого вида наз. алгебрацческимъ. Алгобраичесяя 
уравнешя степени выше 2-й наз. уравнешями высшихъ степеней, 

251. НЪкоторыя ввайства алгебраичеекаго уравнен!я. 
Уравнешя высшихъ степеней составаяють предмегь высшей алгебры, 
элемептарная же разсматриваеть только нФкоторые частные случаи этихъ 
‘уравнешй. 

Высшая алгебра, устанавливаеть сдёдующую важную истину объ ‘уравне- 
няхъ: всякое алгебраическое уравнен{е съ веществен- 
пыми коэффищентами имфетъ вещественный или ком- 
плексный корень (Теорема Гаусса 3) (1797). Допустивъ эту истину 
(доказятельство которой въ эдеменарпой алгебр было бы затрудни- 
тельно), не трудно показать, что алгебраическое уравнен!е 
иметь столько корней вещественныхь или ком- 
плексныхъ, сколько едипицъ въ показател% его сте- 
пени. ДЬЙствительно, пусть имфемъ уравненю: 

ат"... ео. (р 
Согласно теоремв Гаусса это уравиеше должно имфть веществеипый 

или комплексный керепь; пусть этотъ корень будетъ а. 'Гогда, многочденъ 
стоящй въ лЪвой части уравнешя (1), лолженъ двлитьсл на 2—а ($ 76, 
слфд, 2 с). Если сдфлаемь дфленшю, то въ частвомъ получимъ миогочленъ. 
степени ж — 1, у котораго первый коэффищенть будоть а. Обозначинъ дру- 
Це его коэффищенты соотвфтственно буквами: %,, с,... № и, принявъ 
во внимаше, что двлимое ранно дфлителю, умпоженному па частное, мо_ 
жемъ представить уравнене (1) такт: 

(2 — в) (а пра -аедт-34... НЫ). (2) 
Приралиявъ 0 многочлен. стоящй во вторыхъ скобкахъ; получимъ 

новое уравнене, которое, по той же теорсм® должно пыфть нфкоторый 
корень В; вслфдотве этого лБвая его часгь можегь быгь разложена на два, 

3) Вь предположенш, что при возвышени въ степень и при извлечени 
корня неизвфетное не входить ни въ показателя стопели, ни въ показа- 
теля корня. 

3) Карлъ-Фридрихь Гауссъ-—знаменитый нЪмецюй  математикъ 
{1777 — 1855). 
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ипожителя: #—В и многочлень степени т— 2, у котораго первый коэффи- 

щентъ попрежнему будеть а Поэтому уравнене (1) можно переписаль такъ: 

(в— а) (в — (ааа э--.. )=0. (3) 
Проколжая эти риязкужешя далфе дойлемъ, паконець, до того, что 

многочлен, заключенный въ пселфднихъ скобкахъ,‘ булетъ\ 2-й степени, 

при чемь первый его коэффищенть останется а. Разложивъ этотъ трех- 

члень ва, множителей ($220), приведемъ урав! еше (1) окончательно къ виду: 

аа —а (2-Й (&—1).. (@—К=ъ (4) 
тд вефхъ разностей: #-га, 2—8... будеть т. Очевидно, что ур..(4) обра- 

щается въ тождество при каждомъ изъ значений: з==з, #: „= 

и не уцоплетворяется никакуми иными значе! 1ями 2, значить, уравиене (1) 

имфоть т корней а, В, 1...^. Въ часгныхь олучаяхь иъкоторые и даже 

вс корни могугь оказаться одинаховыми, 
Полезно замфтить еще слвдующя истины, доказываемыя въ высшей 

алгобрь. 
Сумма корицей всякаго алгебраическагоу разиен!я а”-{- 52" —1-- 1а--1==0 

равна, — в а, произведеше корней равно 1 (призуромь можеть слу- 

жить квалратпое уравяен!с). 

Если алгоброическое уравненю съ вещественными коэффи- 

ц{еитами имфетъ комплексные корни, то число этьхъ корней чезное 

{примфромъ можеть служить биквадралиое ур'виен®). 

Ееди алгобраическое уравнеше съ вещественными коэффи- 

ц!ентами изеть п корней вида р-+-Ф, то оно им\феть п корней вида 

р-—@ (примфромь можеть служить биквадратиое уравнене, комплексвые 

корни котораго всегда сопряженные}, и такъ как: 

р — (в — ф- = —р —@е-р+й= 
= (2 — р) - ФР (а — реа — гра (ре--Ф, 

то лЬвая часть уравненмя содержить въ этомъ случа в вещественныхь 

множитолей вида, а2?-- 65-е. 
Аагебраич ское уравнен!е нечетной степени съ вещественными коэффи- 

щентами и.Феть, по крайней мЪфрЪ, одинъ вещественный корень. 

Уравнешя съ произвольными буквенными коэффищентами степени 3-й 

и 4-Й разрфшены алгебраически, т.е. для. корней этихъ уравненй 

найдены общя формулы, составденныя изъ коэффищентовъ ‘уравнешя 

посредствомъ адгобраическихь дфйст #. 

Въ отомъ смысл уравнешя съ произвольными буквенными коэффищен- 

тами стошии выше 4-й не могутъ быть разрёшены алгебраически (гео- 

рема, Абеля '); однако, когда коэффици нты уравневя какой угодво степени 

выражены числами. всегда есть возможность вычислить съ желаемой 

степенью приближ Шя вов его корни, какъ вещественные, такъ и мнимые. 

Указан! способовъ такого вычислешя составляеть важную часть пред» 

мета, высшей алгебры. 

1) Норвежек малематикъ начала ХГХ столья (1802—1829). 
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ГЛАВА УШ. 

Система уравнейй второй степени. 

252. Нормальный видъ уравнен!я второй ете- 
пени еъ двумя неизвфетными. Полное уравне- 
н1е второй степени съ 2 неизвФетпыми 2 и у, посл раскрыйя 

въ немъ скобокъ, освобождошя отъ зпамепателей и оть ради- 

каловь и приведешя подобныхь члеповъ, можеть содержать 

ВЪ себ% только члены слфдующихь 6 видовъ: 

члены 2-й степени: члены 1-й степени; 

содержашце =? содержаще = 
> ры > у 

> 2 

и членъ, пе содержаный пеизвфстнаго (членъ пулевой степени). 

Перенеся вс члепы уравпевйя въ одну его лЪвую часть, мы 
приведемъ уравневе къ такому пормальному виду: 

ах -роху--с-рах-гу--у=0, 

тдВ коэффищенты а, ®, с, а, е, | суть данныя алгебраичесвя 

числа, положительныя или отрицательныя; нфкоторыя изъ нихь 

могуть равняться 0. 

Одно уравпеше съ двумя неизвЪстными допускаеть безчислен- 
ное множество рёшешй, т.-е. принадлежить къ числу неопре- 
дфлеппыхь (см. $ 118). 

258. Система двужъ уравнен!й, изъ кото- 
рыхъ одно первой, а другое второй степени. 

Общий видъ такой спсземы слфдуюцщай: 

ай фху оу ав-реу-НЁ=0 
тх-пу=р. 

Чтобы рёшить эту систему, опредЪлимъ изъ того уравпен1я, 

которое первой степепи, какое-пибудь одно пеизвфстное въ 

зависимости оть другого, панр., у въ зависимости оть 2, и 
вставимъ полученное выражене въ уравнене второй степени; 
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тогда вмЪсто данной сиетемы получимь такую равносильную 

систему: 

У— = 
® 

2 

ва ее - “) сео. 

Въ этой системЪ второе уравнене есть квадратное съ однимь 

неизвстпымь х. РЬшивь его, найдемъ для 2 два, значешл: 21 и 

хи, соотвЗтственно которымъ изъ перваго ‘уравневя получимъ 

два значешя для другого пеизвстнаго: у; и Ут. Такимь обра- 

зомъ, предложенная система имБеть дв пары ршенйй (ат, 1) 

и (ти, Уд). 

22—4у?--21Зу=1. .ур. 2-й степ. 

Прим$ръ. ад р бр ур. 1-й стен. 

Изъ второго уравпешя паходимь: у=22—1. Подставляемь 

это выражеше вм$сто у въ первое уравнеше: 

22—21 Ю=1. 

Рьшаемъ это уравнене: 

2—4(407— че) 6—8—1=0 

22—1622--162—4---62—3—1=0 
1542--232—8=0; 1522—232--8=0. 

„__28У28— 5.8 _23+У529—480_ 232/49 
2.15 307 30 

29+ 28—71 16 8 
я ея . 

т 30 0 0 № 

Посл этого изь уравнен!я у=2х—1 находимъ: 

8 1 
= .1-—1=1 9т=2 . 1 - 

Тэкпыь образомъ, данная система уравненйй имфеть дв® 
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пары рышешй: 

в 8 
т 

= 15 
1 2 
: | и ? еь 

15 

254. Искусственные премы. Указанпый пр!емъ 
примфиимь всегда, коль скоро одно уравнеше первой степени; 
но въ пфкоторыхъ случаяхь удобнфе пользоваться искусствен- 
ными пр1емами, для которыхъ нельзя указать общаго правила. 
Приведемь нЪкоторые примфры. 

ПримЪръ 1. г-+у=а: зу=. 

Первый еновобъ. Такь какъ предложепиыя уравненя даютъ 
сумму и произведен!е пеизвЪотныхь, то ($ 219) и у 
можно разсматривать, какъ корни такого квадратнаго уравнешя: 

27—25 =0, 

изъ котораго находимъ: 

а г ЕО пени в у -ь 
Одинъ изъ этихъ корпей падо принять за 5, другой за у. 
Второй сповобъ. Возвысимъ первое уравнене въ квадратъ 

и вычтемъ изъ пего учетверенное второе 1): 

27 --2ту-Ну?=а? 

—4у=—4% 

2—ту-у= 02—46 
т.е. (2—у)=0^—46; откуда: —у=- Уи 4. 

Теперь имфемъ систему: 

з-+у=а Сложивь и вычтя оти уравненя 
2—у=+/ 9—5 получимъ: т Е 

2а=о-+-У а—45; Зу=оуИ 4. 

1) Подобныя фразы употребляются часто, ради краткости, вмфото „воз- 
высиыъ об части уравнешя въ квадрать“, „умножимь обв части 
уравнешя на 4^, ит. п. 
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Откуда: 5—4 9, 
2 2 

замфтимъ, что здЪеь знаки + и 3 находятся вь соотв Ът- 

ствти друть сь другомь, т.е. верхиему зпаку въ формул 

для д соотвЪтотвуеть верхшй зпакъь въ формул для у и 

нижнему зпаку въ первой формул соотвЪтотвуеть пижнй 

зпакъ второй формулы. 

Такимь образомъ, дамшая спотема имфеть дв пары рЪшенйй: 

И а*—45 а--/— а— 
2: 5 #ц=— р 

—— и 3 —— 

а-/#— а +У/— 
У р Ууш= р. 

Вторая пара отличается оть первой только тмъ, что зна- 

чен{е 2 первой пары служить значешемь у второй пары, и на- 

оборотъ. Эго можно было бы предвидьть @ ‘рот (заранЪе), 

такь какь дашпыя уравпешя таковы, что опи не измняются 

оть замБны 2 па у, а у на х. Замбтимь, что такля уравпеня 

называются симметричными. 

ПримЪръ 2. х—у=а, ву=5. 

Первый епособъ. Представивь уравневя ръ вид»: 

=+(-—У=а, ас-у=—, 

замфчаемь, что 2 и —у суть корни такого квадратнаго уравнешя: 

2—пг—4=0, 

а а? а о? 
ме нее И =) 

(или э=еи, У=— 1). 

слЪд.: 

Второй способъ. Возвыеимъ первое уравнеше въ квадратъ 

п сложимъ его съ учетвереннымъ вторымъ: 

(2--у=а?--46; откуда: в-Нуз-ЕУ 46. 

А. Кисолевъ. Алгебра 
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Теперь иыфемъ систему: 

=-Ну=+У а?-+45. 
з—у=а. 

Сложивь и вычтя эти уравцешя, найдемъ: 

а-+У а?--4Ъ ы —о+уе-+% 

2 2 

тд знаки - вь обфихь формулахь находятся вь соотв %т- 

ствуи, 

ПримЪръ 8. 2-у=а, ау. 

Возвысивъ первое уравнеше въ квадрать и вычтя изъ него 
второе, получимъ: 

— 
2ху=ай—ф, откуда: у 

Теперь вопросъ приводится къ рфшен!ю системы: 

а 
+у=а, зу= , 

2 

которую мы уже раземотрли въ примфрВ первомъ. 

255. Система двухъ уравнений, изъ которыхъ 

каждое второй степени. Такая система въ общемъ 
вид не разрЪшается элемептарпо, такъь какъ опа приводится 

кь полному уравпен!ю 4-й степени. 

Вь самомъ дБлЬ, въ общемъ видф эта, система, представляется такъ: 

оочень =0 
{ая-Узуеу-езт-еу | =0. 

Чтобы исключить одно неизвфстное, достаточно было бы изъ какого- 
ибо урав’ евя опредфаить одно н‘извфстное въ зависимости оть другого 
и вставить получен ое выражеше во второе уравнене: по тогда при- 
шлось бы освобождать уравнеше огь знаковъ радикала. Можно поступить 

проще; умножимъ первое уравиеве на с, а втор е на с, и вычтемъ по- 
‘чденно одно изъ дру!ого; тогда, исключится у2, и уравнеше приметь видъ: 

ее т пзу-рг--чу--т=0. 
тая (пе фу+ра-т==0 
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тай--ра-т , 

па 
Ветавивъ 910 значен!е въ одно изъ данныхь уравненй и освободивъ 

полученное уравнен!е оть знаменателей, будемъ имфть въ окончатель- 

номъ результалв полное уравнеше 4-й стеиени, которое въ общемъ видё 

элементарными способами не разифшается. 

Разсмотримь нъкоторые частные случаи, которые 
можно рьшить олементарнымь путемъ. 

Откуда: у=— 

ПримЪръ 1. я-а, лу=Ь. 

Первый способъ (способъ подстановки). Изъ второго 
уравнешя опредфлимъ одно неизвЪстное въ зависимости отьъ дру- 

ъ ы й 
того, напр., #=-. Ветавимь это значеше въ первое уравнеше и 

у 
освободимся отъ знаменателя; тогда получимь биквадратное 
уравпеше у“—ау?--5?=0. Рвшивь его, найдемь для у четыре, 
значешя. Вотавивь каждое изъ пихъ въ формулу, выведенную 

ранфе для х, найдемъ четыре соотв тотвующия значеня для <. 
Второй способъ. Сложивъ первое уравненйе съ удвоеннымь 

вторымь, получимъ: 

а2-Ну--2ту=а-Е2, т.е. (а-Ну=а--. 

р) (1) 

Вычтя пзь перваго уравнешя удвоенное второе, пайдемъ: 

Откуда: у=Уа-Н 

а2--у^—2ту=а—26, т.-0. (в—у=а- 8. 

Откуда: #—у=+ У, (2) 

Не трудно видфть, что знаки + въ уравненяхь (1) и (2) не 
находятся вь соотвфтетв и другь съ другомъ, и потому вопрось 
приводится къ рЪшешю слЗдующихь 4 системь первой сте- 

пепи: 

ау= Уа+2 
й Е У-ъ 

а-у=—Уа-+2 

9 Е Уз 

19" 
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Каждая изь нихь рЪФшаотся весьма просто посредствомь 
сложешя и вычиташя уравпешй. 
Трет способъ. Возвыспвъ второе уравпеше въ квадратъ, 

получиыъ слБдующую систему: 

ау =а, аут. 

Отсюда видио, что 2? п у? суть корпи такого квадратнаго 
уравневя: 

22—пг--?=0. 

а а? а а? Слбд.: = ера т, ат 5 Уз Г. 
2 

@ 2 а 
ий 2= ну? > у= у уе а 5 © 5 д. 

тдВ знаки + въ обфихь формулахь не находятся въ соотвЪт- 
отв. 

ПримЪръ 2. 12 у?=а, д. 

Способомъ подстаповки легко приведемь эту систему кь би- 
квадралпому уравнешю. Воть еще искусетвепиое рёшеше. 

Возвыепвь второе уравпеше въ квадратьъ, будемь имфть си- 
стему: 

27 =а, ау 

или ау =а, =. 

Отсюда видно, что 2* и —у? суть корпи такого уравпешя: 

22—аг—41=0. 
Изь него паходимъ: 

а=5+И р у +” Е. йа `В ах 
Одииъ изъ отихь корней надо припять за 2?, другой за; 

послз отого найдемъ хи у. 

аай--бзу-су?--аз-реу--|=0 ТримЪръ 8. { аа зу. 
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Раздъливъ второе уравпеше на 92, получимь: 
2 

«(= ны (2) =0. 
у у 

й 2 
Рьшивъ ото квадратное уравнеше относительно —, найдемь 

у 

Ш ея 
два впачешя: -=т и -=; откуда а==ту и ш==пу. Подота- 

у у 

вимь въ первое данпое уравнеше па мото 2 эти зпачетя; тогда 

получимь ьвадратцое уравнене отпосительно у. 

256. Система трехъ и болЪе уравнен!й вто- 

рой степени, а также системы уравлешй высшихъ степеней 

могуть быть рёшены элементарными способами только въ нфко- 

торыхь частныхь случаях посредствомъ искусствеппыхь пре- 

мовъ. Приведемь пБкогорые примбры. 

Примъръ 1. 

ау) 
уз-+уа=Ф  Оложивъ вов три уравпеная, получимъ: 

2(в-Нуа)=е (в-у-ал=а-о-е. 

Откуда: а-у-а=УИ ас. 

Посл этого изь дапныхь уравиешй находимъ: 

с [о ь 
%== —=, уж, #=: 

Учат Уаз Ичн-е 
(внаки + паходятся въ соотвЪтотвйи). 

ПримЪръ 2. 

у2=а, деф, зу=о. 

Перемпоживь вс уравпевшя почленио, получимъ: ау? == обе, 

т.е. (хуг?==абе, откуда: зуг=+ або. РаздВливъ ото уравненше 

почлеппо па дапиыл, найдемъ: 

(знаки - находятся въ соотьВтотв!и). 



ОТДВЛЪ М 

Неравенства, и неопредъленныя 
уравненя. 

ГЛАВА 1. 

Неравенства. 
(Повторить $ 28). 

257. Неравенства и ихъ подраздБлен!я. Два 
алгебраическя выражевя, соедипенныя между собою зна- 
ками > или <, составляють не равенство; эти алгебраиче- 
свя`выражешя паз. частями неравенства: лЗвая часть и 
правая часть. 
Подобно равепствамъ, неравенства, содержапця буквы, бы- 

вають двоякаго рода: 1) неравенства тождествен- 
ныя, вфрныя при всякихь чпеленныхь зпаченяхь буквъ, 
входящихь вь пихь, и 2) перавенства, соотв т- 
ствующта ур авнен1ямът, вЪрныя только при п%ко- 
торыхь зпачешяхь буквъ (эти букзы наз. тогда пеизвф ст- 
ными неравенства; онф, обыкповеппо, берутся изъ послёдиихь 
буквъ алфавита). НапримБръ, неравенство 

(аа 

в8рио при всякихъ числепныхь зпачешяхь буквы а, отличныхъ 
оть пуля, такъ какъ его лЪвал часть, равнал всегда 1--2а-Ра?, 
превосходить правую часть на чнело ай, которое воегда поло- 
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жительшо (кромБ случая а=0); неравенство же 

За--2«<--10 

вёрно не при веякихь численныхь значешяхь <, а только при 

такихьъ, которыя мепьше 4. 

Неравенства второго рода, подобпо ‘уравневямъ, раздвляются 

по числу пеизвЪстныхь и по степенямь ихъ. $ 

О двухъ перавенствахь говорять, что они одинаковаго 

смысла, если одповременно въ обоихь лфвыя части или 

больше, или мепыше правыхъ; въ противномъ случа товорять, 

что перавенства противоположнаго смысла. 

258. Два рода вопросовъ относительно не- 

равенетвъ. Относительно неравенствь (какь и равенствъ), 

содержащихь буквы, могуть быть предлагаемы вопросы двоякаго 

рода: 
1) докавать тождественное неравенство, 

т.е. обпаружить вфриость его при всевозможныхь значеняхь 

буквъ, пли, по крайпей ымфрЪ, при значешяхь, ограниченныхь 

заданпыми напередь условями; 

2) решить неравенство, содержащее не 

извзстны л, т.-е. опредфлить, между какими предфлами 

должны заключаться числелныя значешя неизвфетныхь, чтобы 

оно было вфрно, т.-е. больше чего или меньше чего должны быть 

эти значешя пеизвфстныхъ. < 

Рьшеше вопросовь того и друтого рода основывается на иФко- 

торыхь свойствахъ неравенствъ, подобнымь тмъ, которыя слу- 

жать оспосашемь для рышешя уравнешй. 

259. ГлавнЪйпшия евойства неравенствъ. 0бо- 

значая каждую часть неравенства одной буквой, мы можемь 

тлавиЪйнця свойства неравенствъ выразить такъ: 

19. Если а>ь, те 8<а. 

Дуъйствительшо, если а>ь, то это зпачить ($ 28), что разность 

а—Ъ число положительное; по въ такомъ случаЪ разпость {—4 

должна быть числомь отрицательнымь и потому ъ«<а. 

25. Шези аб и Бе, то @>с. 
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Дъйствительно, если а>>Ъ, то разность а—6 чиело положи- 

телЬное; если 9>е, то разность $—с или равпа 0, пли есть число 

положительное. Но тогда сумма этихъь двухь разностей: 
(а-5-Н®—е) должна быть числомъ положительнымъ. Сумма 

эта равна: а—6-+5—с=а—в; если зже разность а—с число 

положительное, то @>с. 

3°. Вели @>5 и а, то аа, >6--6,. 

Дъйствигельно, при этихъ условяхь разность а—6 число 

положительное, а разность а:—6: пли равпа 0, или есть число 
положияельное; по тогда сумма (а—5)-(а,—$:), равпая раз- 

ности (а--а:)—(--Ь:), должна быть чпеломъ положительнымь; 

а э10 значить, ч10 аа > -.. 
Эго свойство, благодаря тому, что второе изъ данныхъ пера- 

вепствь (а;>Ъ:) соединено съ равенствомъ, распадается па 2 

отдЬльныя свойства, которыя можно высказать такъ: 

неравепства одинаковаго смысла можно 
почленно складывать; 
если къ об$имъ частямъ перавенства при- 

дадимъ поровну, то зпакъ неравенства не 
изм нится; 

49. Вели @>6 и @:<6,, то а—@>5—%6.. 

Дйствительно, если а>>Ъ, то разность а—ф число положи- 

тельное; съ другой сторопы, если а1<., то, зпачить, В=а:, 

и потому разность 6:—а: или равна 0, или есть число положитель- 

‘ное; по тогда сумма отихь разностей: (а—5)-Н(®.—а1), равная 

(а—а!)$—$:), должна быть числомъ положительнымь; а это 
значить, что а->5-—$.. 

Эго свойство такъ же, какь и предыдущее, благодаря двойному 

знаку < во второмъ неравенсавЪ, распадается па 2 отдВльныя 

свойства, которыя можно высказать такъ: 
изъ одного неравенства можно почленно 

вычесть другое неравенство противопо- 
хожнаго смысла, оставивъ знакъ перваго 
неравенства; 
если отъ обЪихъ частей неравенства от- 
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пимемъ поровну, то зшакь перавепства 

пе изм нится; 
а_5 

5%. Вели @>6 и т положитедьное чиело, то ат>Ьт и РЕ 

ДЬйствительшо, если @&>Ь, то разность а—6 число по- 

ложительное, и потому произведешя этой разности па поло- 

1 
экительныя числа и и — также положительныя числа; по эти 

т 

: 
а 

произведешя равны соотвётетвенио разпостямь ат—фти — 
т 

36:0: 
слёд., ат и и 

Свойство ото можно высказать такъ: если об части 

неравенства умпожимъ или разд лимЪ на 

одно ито же положительное число, то знакъ 

неравенства пе изм пится. 
а 6 

6°. Если а> и и отрицательное число, то ат<фт и и 

Въ самомь дЪлЪ, при данныхь условяхь произведешя (а—б)т 

1 ы 
и (а 5), какь произведешя положительпаго числа па отрица- 

ть 

тельпое, должны быть числами отрицательными; но произведеня 

ъ 
; значить, от 

а 

эти равны соотв®тотвенио тб и „— 
т 

и в 
т % 

Свойство ото можно высказать такъ: если о 6% части 

неравенства умпожимъ или раздёлимъ на 

одио и тожеотрицател
ьное число, тознакъ 

неравенства изм нится на обратный. 

Вь частности зпакъ неравенства измцяехся на обратный 

при умножеши частей неравенелва на—1, т.е. при перемн® 

знаковъ передь членами неравепства па противоположные; такъ 

1>2| 1—0 > 

—я<—2 | 1+9 | +2<+5. 
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О перавепствахь, у которыхь части—числа полож и- тельны я, можно высказать еще слфдующия, почти очевидиыя, истины; 
1°. Если а, и с=4, то ае>а; 
2. Коли а, то >, >, ит. д. 

а Ме 
8. Еоли а>Ъ, то /Уа>Уъ, У>ИБ ит. д. (здВсь знакомъ 

радикала обозначено ариометическое значеше кория). 

4. Если а>>ь, и с<а, то > 

260. Равносильныя неравенства. Неравенства, 
содержацйя одни и ТБ же пензвЪстпыя, наз. равповильными, 
если они ‘удовлетворяются одними и ТЪми же значешями этихь неизвЪстныхь; такъ, 8 неравенства: 35-2<х--10 и 32<«з--8 равносильны, такъ какь оба они ‘удовлетворяются значешями х, 
менышими 4, и только этими значешями. 

Относительно равпосильности перавенствъ докажемъ теоремы, 
весьма, сходныя съ подобными эке теоремами отпосительно. равно- сильности уравиенай ($$ 108, 110). 

261 Теорема 1. Если къ обфимъ чаетямъ неравепетва (содержащаго пензвЪетных) прибавимъ или оть пихь отни- мемь одно и то же число, то получимъ новое перавенство, равносильное первому. 
Обозначимь для краткости лЪвую часть неравенства, содер- жащаго неизвфотныя, одною буквою А и правую часть—другою буквою В, и пусть т есть какое угодио число; докажемъ, что два, неравенства: 

А>в (1) н 4-+т>В-тъ (2) 
равпосильпы. 
Положимь, что первое неравенство ‘удовлетворяетсл при п%- 

которыхьъ значешяхь буквь. 910 зпачить, что при этихъ зна- 
чешяхъ чиелепная величипа А дБлается больше численной 
величины В}; но тогда при т6хь же зпачешяхь буквъ и числен- 
ная величина суммы А--т сдЪлаелся больше численной вели- 
чины суммы В--т, такъ какь если къ обфимь частямъ 
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неравенства придадимь поровну, то знакъ неравенства не 

измЪпится. Зпачить, всякое рЪшене неравенства (1) принадле- 

зкить и неравепству (2). 

Обратно, если при н»которыхь значеняхь буквъ численная 

величина суммы А--т дёлается больше численной величины 

суммы В--т, то для тЪхь же значешй буквъ и численпая вели- 

чина А сдвлается больше численной 
величины В (если оть объихь 

частей неравенства отннмемь поровну, то...); слфд., во р8- 

шензя неравенства (2) удовлетворяють и неравенству (1); 

значить, эти перавенства равиосильны, 

Переходя оть неравенства, (2) къ неравенству (1), мы замЪ- 

чаемь, что оть обоих частей неравенства можно отнять одно 

и то же число. 

Замъчан!е Прибавляемое къ обфимь частямь неравен- 

ства одно п то же число можеть быть дано въ видВ какого-нибудь 

буквенпаго выражешя, при чемъ выражеше это можеть с0- 

держать въ себЪ и пеизвЪфетныя, входящя въ неравенство; 

нужно только, чтобы прибавляемое -выражене при вобхь значе- 

зцяхь пеизвфотныхь, удовлетворяющихь данному неравенству, 

представляло собою опредфлениое число (а не принимало бы, 

0 
напр., вида сяк со). 

Слъдетв!е. Любой члешь перавенства можно перенести 

пзъ одной части въ другую еъ противоположным знакомъ. 

Если, папр., имфемь неравенслво: 

А>В+С, 

то, отняв оть обфихь частей по С, получимь: А—С>В. 

262. Теорема 2. Еели обЪ чаети неравенства (содер- 

жащаго пенавфетныя) умпожимъ или раздълимь па одно и 

то же положительное чмело, то получимь новое перавеиство, 

равпосильное первому. 

Докажемь, что два неравенства: 

а>в (1) ни Ат>Вы (2) 

равносильны, если только т-положительшюое число. 
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Пусть при изкоторыхь значешяхъ пеизвфетныхь численная 
величина А дБлается больше числеппой величины В; тогда 
при тхъ же значеняхь неизвЪстпыхь и численная величина 
произведешя Ат сдфлается больше численной величины про- 
изведешя Вт, такъ какъ оть умножешя обЪфихь частей неравен- 
ства на положительное число, какъ мы зпаемъ, знакъ неравенства, 
пе измфняетея. Значить, всв рьшешя перавенства (1) удовле- 
творяють и перавенству (2). 

Обратно, если при нфкоторыхъ значешяхь буквъ численная 
величипа Ат двлается больше численной величины Вт, то при 
ТЪхь же значешяхь буквъ и числепная величина А сдфлаелся 
больше численной величипы В, такъ какъ оть двлешя объихъ 
частей перавенства на положительное число зпакъ неравен- 
ства не измЪилется. 

ЗамЪчан!е. Одно п то же положительное чиело, па ко- 
торое, по доказаппому, мы иыфемь право умпожить или раз- 
дБлить об части перавенства (не изм$ияя его зпака), можеть 
быть дано въ видЪ буквешпаго выражешя, при чемъ это вы- 
ражеше можеть содержать въ себф п пеизвЪстныя, входящя 
въ перавепство. По при этомъ падо особо раземотрёть, при 
воБхь ли зпачешяхъ буквъ, входящихь въ выражене, на ко- 
торое мы умножаемъ или дфлимъ об части неравенства, это 
выражеше остаегся положительнымь числомъ. 

Папр., умпожимъ обЪ части перавенства А>В па выра- 
жеше (2—5). 

А>В (1) А(х—5) > Ва—5) (2) 
Мнозкитель (4—5)? остается положптельпымь числомъ при 
вовхь значешяхь 2, кромБ одного: х=5. Зпачить ‘неравен- 
ства (1) и (2) вполнЪ равпосильны въ томъ только случа, если 
первое изъ пихь пе удовлетворяется зпачешемь д=5; вь 
противиомь же случаз, перавепство (1), удовлетворяясь 
всБми рЪшешямн перавенства (2), имфеть еще свое особое 
р5шеше: х=5 (ото рёшеше, копечно, перавенству (2) не 
удовлетворяет). 
Слъдетв!е.. Если обЪ части неравенетва содержать по- 

ложительнаго общаго инолиителя, то па пего можно сократить 
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поравенетво. ПапримЪфръ, въ обфихь частяхь неравенства: 

(2—5) > ®—58—9) 

есть общ множитель (х—5)?. Этоть мпожитель при 2==5 обра- 

щается въ 0, а при возхъ остальныхъ зпачешяхъ 2 опъ есть число 

положительное. РЬшене х==5 пе удовлетворяеть дан- 

ному перавенству. Желая рЪшить, удовлетворяется ли оно 

при другихъ зпачен1яхъ х, мы можемъ сократить 

06% части перавепства на, (2—5), какъ па ‘число положительное; 

посл сокращеня получимь неравенство: 

#—1>3—. 

Вс зпачешя х, удовлетворяющя этому неравенству, за 

исключен{емъ з==Ф5, удовлетворяють и данному нера- 

венству. 

263. Теорема 3. Если обЪ чаети перавенетва (содер- 

жащаго нонзвБотныя) умпожимъь или раздфлимъ на одпо и 

то же отрицательное чиело и при этомъ перемфиимь знакъ 

перавенетва на противоположный, то получимь новое пера- 

венство, равиосильное первому, 

Эга теорема доказывается совершенно такъ же, какъ и те- 

орема 2-я; надо только припять во виимаше, что отъ умпоже- 

я или отъ дЪълен1я объихъ частей перавепства па отрицатель- 

пое число зпакъ перавенства измияется на противоположный. 

По поводу этой теоремы можно высказать замЪчане, 

зполиз апалогичное тому, которое было сдЪлано выше по от 

ношепю въ теоремЪ 2-ой. 

Слъдетвя. 1°. Перемфиивь у возхь члеповъ перавепства 

знаки на противоположные (т.-е. умноживъ обЪ его части па—1), 

мы должны измфиить знажь неравенства па противоположный, 

2°. Нельзя умпозкать об части неравенства на буквеннаго 

мнозкителя, зпакъ когораго неизвфетенъ. 

3°. Неравенство съ дробными членами можно привести къ п- 

лому виду. Возьмемь, напр., такое неравенство: 

АС 
т? (0 
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Перенесемъ вс члены въ лФвую часть и приведемъ ихь кь об- 
щему знаменателю: 

АВС, 

ом @®) 
Если ВЛ положительное число, то мы можемъ его отбросить, 

не измфиля знака перавенства, потому что отбросить ВЛ все 
равно, что умножить на это число ‘00% части неравенства. 
Отбросивь ВП, получимъ` перавенство, пе содержащее дробей: 

Ар-—ВО>о. 

Если ВЛ отрицательное число, то мы можемъ его отбросить, пе- 
ремфиивъ при этомъ зпакъ неравенства па противоположный; тогда, 
снова будемь имфть неравенство съ цфлыми членами: 

АРЬ-—ВС<о. 
Но. если знакъ ВЛ пеизвЪотень (что бываегь вообще тогда, 

когда Ви Л содержать неизвЪотныя), го мы не можемъ умножать 
06% части неравенства на ВР. Тогда разсуждаемь такъ: чтобы 
дробь была положительна, необходимо и достаточно, чтобы 
У нея числитель и знамепатель были одновременно или 
положительпы, или отрицательны. Сл$д., перавенство (2) 
удовлетворится при такихъ зпачешяхь буквъ, при которыхъ 

АР-ВС>0 аАр-—вс<о. 
Вр>о Или ВО<о. 

Такимъ образомъ, рьшеше перавепства (1) сводится къ рёшенио 
системы двухь неравенствъ, ‹пе содержащихь знаменателей. 

264. Доказательство неравенства. Пельзя установить какихъ- ^ 
либо общихъ правилъ для обнаружен!я вЪфуности предложенна!о нера- 
венотва. Замфтимь только, чта'’одинъ изъ прюмовъ состоить ‚въ томъ, 
что предложенное неравенство преобразовывають нъ другое, очевидное, 
и затЪыъ, исхоля изъ этого очевиднаго неравенства, путемъ логиче- 

скихъ разсужден доходять до предложеннаго. Приведемь нЪфкоторые 
примфры. 

1. Доказать что среднее арнометическое двухъ не- 
равныхъ положительныхъ чиселъ больше ихъ сред- 

няго геометрическаго, т.-е. что > 4, если а и Ь кая-ни- 

будь положительныя числа, неравныя другь другу. 
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Предположимь, что данное неравенство взрно. Въ такомь случав 

будуть в$рпы и слВлующия неравенства: 

а 
(2) > (уз): = НИ об об-е 06 

27—26 --53>>0; (а—5)#>0. 

Очевидно, что послвднее нераненство взрно для всякихъ неравныхъ 

значен буквъ а и $, какъ положительныхь, такь и отрицательныхъ. 

Изъ этого однако нельзя еще сразу заключить, что и данное неравен- 

ство вБрно для всякихъ перавныхь значений буквъ; надо еще убздиться, 

что изъ посльдияго нераленогва (а—5)*>0 можно получить, какъ слЪд- 

стая, вс предылущия. Просмалривая эти неравенства оть послЪфдияго 

хь первому, видимъ, что вов онь равносизьны другь другу, если 

добавить ограничене, чго буквы а и $ должны теперь означать 

только положительныя числа, такъ какъ если одна изъ этихъ 

буквъ отрицательное число, то 46. будеть мнимое число, & если 06 
о 

2 

число положительное, но отрицательное число не можеть быть больше 

положительнаго 1). 
1. Доказать, что величина дроби; 

а 
буквы отрицательныя числа, то будотъ отрицательное число, а У 46 

ВЬы , 
ТДВ 4, ам и В, в. ыы положительныя числа, заклю- 

чается между ббльшею и меньшею изъ дробей: 

м, 
гы ь 

а, 
Пусть > будеть дробь, которая пе больше никакой изъ остальныхь 

. 

дробей, и „- дробь, которая пе меньше никакой изъ остальныхь дро- 
й 

1) Полезно зам Втить, чт› предложенное неравенство становится нагляд- 

нымъ, если придадимь ему геометрическуй смыслъ. На произвольной 

прямой отложимь отрьзокь АВ, содержащий а линейныхь единиц, 

и въ 1омъ же паправлени-—отрЪзокъ ВС, содержаний $ такихъ же линей- 

ныхь единиць. Па отрёзьВ АС, равномь а-$, построимъ, какъ на д!а- 

метрЪ, полуокружность и изъ В возставимь къ АО перпенликуляръ Вр 

до пересфчешя съ полуокружиостью. Тогду, какь извьстно изъ гео- 

мотрш, ВД есть средняя геометрическая между АВ и ВС т.-е. В0=У&; 

средняя ариометическая АВ и ВС равна, очевидно, радусу. Такъ какъ 

хорда меньше даметра, то ВР меньше разуса, если только ВР не совпа- 

деть оъ радусомъ, т.-е. если 75. 
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6ей, Положимъ, что Н=а и ыы =4». Тогда, согласно предположеню; л в 

авы речь 
Отсюда: а =54,, а, @з>Ъ,... а 

и д-Ьь ба Ми. . аи, 4, 
Сложивъ почленно псБ перавенства, 1-Й строки между собою и всё не- равенства 2-й строки между собою, получимъ: 

дана: НО -НЬНЬ +... НЫ 
и ааа... На -+Ь-Ь +... НЫ)», 

Откуда, раздёлияь 06 части нерлвенствь ша положительное число о... +, окончательно найдомъ: 

а таВИНЕ Е 
НЫ... НЫ 

что и требовалось доказать. 

> 

265. Рьшене одного неравенства первой степени съ однимъ неизвъетнымьь. Общий видъ 
неравенства первой степени съ однимь пеизвфстнымь, посл упрощешя его, есть слЗдующ: 

ах> пли ах<6. 

Если а>>0, то, раздЪливь на «06% части неравенствъ, получимь 
тавя равносильныя неравенства: 

[1 ь 
2>- или г<- >. ыя 

Если же а<0, то равпосильпыя поравепства будуть (при 
дЬлеши на отрицательное число знакъ перавенства измфняется 
на противоположный): 

й ь 
2<- или а>-. 

а’ @ 

Такимь образомь одно неравенство первой степени даегь для 
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неизвЪстпаго одинь пред ль), ограничивающий зпачеше не- 

извфетпато илн сверху (верхи1й предЪлъ, когда 2<т), 

или снизу (нижн1Й пред%лъ, когда 22>т). Поэтому во- 

просы, ршеше которыхь приводится къ рёшенйо одного не- 

равенства первой степени, принадлежать къ вопросамь не- 
опред леннымъ. 

ПримЪръ. Ршить неравенство 

2%\25—5)—27<(2=-[1). 

Раскрываемь скобки: 42—105—27<4ай--45--1. 

Переносимьъ члены и дБлаемь приведеше: —142< 28. 

ДБлимь 00% части па —14;: =>. 

266. Два неравенетва первой степени съ од- 

нимъ неизьъетнымуь. Иногда случается, что вопрось 

приводится къ рЬшенпо двухь неравенствь первой степени 
©ь однимь пеизвфетнымь 2. РЬшивъ эти неравепства, мы полу- 
чимъ изь каждато по одпому предЪлу для пеизвЪотнаго. При 
этомъ падо различать слфдуюпце 3 случая: 

1) Предфлы одинаковаго смысла (т.-е. оба 
верхше, или оба пижн!е); тогда достаточло взять одинъ изъ нихъ. 
Если, напр., >71 и 2>19, то достаточно взять только 2212, 
потому что если 2>12, 10, и подавно, >17; или если, на- 

примЪръ, 2«5 и 2<8, то достаточно положить, что 2<5, по- 
тому что тотда, и подавно, 2<8. 

2) Предзлы противоноложнаго смысла (т.-е. одинъ 

верхн!, другой ниж) п не противор$ чатъ другъ 

другу; напр., >10 и 2<15. Вь этомь олучаВ для неизвот- 
наго можно брать только такфя зпачешя, которыя заключены 
между найденпыми предфлами. 

3) Предфлы противор В чать другъ другу; 

2) З\5сь слово «предфлъ» не имфеть того зпачешя, которое придается 
ему, когда, говорять о «предл» перем! ниаго числа; здЪсь. какъ и въ н$- 

когорыхъ другихъ случанхъ (папр.. въ вы} ажензи «предфлъ погрЪшности») 

слово «прехёль» означаетъ число, больше котораго или меньше котораго 
раземалриваемая величина не можеть быть: 

А. Ковель. Аагобра, 20 
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напримВръ, 2<5 и >71. Вь этомь случа неравенства, взятыя 

совывотно, невозможны, 

3 
ПримЪръ. Найти число, 16 Котораго, сло- 

жепныя съ 5, меньше половины искомаго 
числа, а бразъ взятое число мепьшесуммы 
60 съ удвоеннымъ искомымъ числомъ. 

Обозначивъ искомое число черезъ 2, получимь согласно усло- 
вямь задачи: 

3 1 
то? -- < п 52<60--2%. 

Откуда: 2225 и 2«20. 

Сл%д., задача невозмозжна. 

267. Рьшеше неравенства второй степени съ однимъ 

неизвЪетнымь. Общ видъ такого неравенства, по упрощении его, 
есть слБдующИ: 

ао =50. 

Такъ какъ знакъ < всегда, можеть быть приведен къ знаку > (умноже- 

емъ обфихъ частей нерлвенства на—1), то достаточно разсмотр®ть нера- 
венство вида: 

ахз-ьх-е > 0, 

въ которомъ число & можеть быть и положительнымь и отрицательнымъ. 
Р-шеше этого нераченства основано на, свойствЪ трехчдена, а2?--65-е 

разлагаться па множителей первой степепи относительно 2 ($ 220). Огозна- 
чивъ черезь а и В корни этого трехчлена, мы можемъ замфнить его про- 
изведешемъ (2 —а) (#—8), и тогда неравенство можно написать такъ: 

@(2—а) (2—3) > 0. 

Раземотримъ отдфльно три слфдуюцие случая: 
1. Корни а и 8 вещественнные неравные (что бываетъ тогда, 

когда, 5*—4ас>0) ($223). Пусть «> 3. Если &>0. то произведен (2—2) (2—3), 
очевидно. тогда положительно, когда каждая изъ разностей: я—аи 2—8 
положительна или каждая отрицательна, Дия этого достаточно, чтобы 
& было больше а (тогда подавно = больше В), или же чтобы 2 было 
меньше-В (тогла подавно 2 меньше <), Слфд., въ этомъ случа неравен- 
ство получаеть рьшенше: 

при # > а п также 2 < В, 
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т-е, х должно быть или больше больщаго корня или меньше меньшаго 

корня. 
Если же а < 0,то произвелеше а’2—2) (#—8) тогда, положительно, когда, 

одна изъ разностей: 2—а и 2—8 отрицалельна, & другая положительна. 

Для этого достаточно, чтобы х удовлетворяло неравенствамъ; 

8<2<а, 

т.-е. чтобы величина 2 заключалась между корнями трехчлена. 
1. КорниаиВ вещественные равные (что бывасть тогда, 

когда, ®—40=0). Если а=3, то неравенство принимаеть видъ: х 

ав —в}* > 0. 

"Такъ какъ при всякомъ вещественномъ значен!и 2, не равномъ а, число 
2—а)* положительно, то при «> 0 неразенство удовлетворяется всевоз- 
можпыми вещественными звачешями 2,3а исключенлемь л=а, а, при а <0 

это неравенство невозможно. 
Ш. Корни аи8 мнимые (что бываеть тогда, когда, 5°—4ас < 0). 

Пусть а=т-- УТ; въ такомъ случав В=т--У я: 
Тогда а—1==-(т--У —п)=@-пт-—Ур-—в 

и 2—3=2—ш—У—)-&-®)+У— 
Сад, а(2—а) (#—=а—т/-—(У —п) "= (#—т)в- в}, 

и неравенство можно написать такъ: 

а[(е—т)з-п] > 0. 

Такъ какъ сумма (2—т)п, при всякомъ вещественномъ значени 2 
есть число положительное, то при а>0 неравенство удовлетворяется все- 
возмож ычи значешями 2 а при а<0 оно невозможно. 

Примзры. |) Рьшить неравенство: 27--3=—23>0, Корни 
трехчлена: а: ——7. Слфд., неравенство можно нашисать: 

@— #7] >0. 

Отсюда видно, что => 4 или < -1. 
2) Решить неравенство: 422 —282--49>0. Корни суть: а=В==3}. 

Поэтому 4(&—3!)*>0. 

Откуда, видно, что неравенство невозможно. 

3) Ршить неравенство: 22—4х--7>0 Корви суть: 
8=2—У —3; поэтому неравенство можно написаль такъ: 

(#—2)#-+3>0. 

Отсюда, видно, что оно удовлетворяется всевозможными вещественнымг 
значевями 2. 

2+2 
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ГЛАВА И. 

НеопредЪленное уравнеше первой сте- 
пени съ двумя неизвЪетными. 

Задачи. 1) Сколько нужно взять монеть въ 2 коп. и въ 3 коп., чтобы 
составилась сумма въ 25 коп.? 

В мросъ приводится къ рьшено въ цвлыхъ и положительныхь 
чиолахъ неопредвленнаго уравнешя 2%--?у=25. 

2) Вь обществ, состоящемь изъ мужчинь и женщинъ, былъ одфланъ 
въ складчину ©боръ, при чемъ каждый мужчина плалиль шо 5 рублей, 
& каждая женщина по 2 руб, Сколько было вь этомъ обществв мужчиць 

и сколько женщинъ, если сборъ составилъ 100 руб.? 

Вопросъ приводится къ рёшению въ цв лыхъ и ноложительныхь 

числахъ уравнешя 55--2у==100, 

268. Предварительное замфчане. Какь было 
прежде разъясиепо (3 118), одно уравненйе съ двумя неизвЪет- 
ными имфеть безчисленное мнозжество рёшевй п потому пазы- 
вается неопред $ леннымъ, По бывать вопросы, когда 
требуется пайти пе каюя бы то пи было рЪшешя неопредвлен- 

наго уравнешя, а только цЪлыя, и притомь положи- 
тельны я; при этомъ условш можеть случиться, что одно 
уравнеше съ двумя пеизвфотными окажется опредфлеицымъ 

(а иногда и певозможнымь). Разсмотримъ сначала, какъ можно 
находить цфлыя р%$ шен! я, все равно, будуть ли онЪ по- 

ложительныя или отрицательныя, а потомь укажемь способъ 
отдфлять изъ этихь излыхь рфшешй только положительныя 

и нулевыя. 

269. Когда неопредфленное уравнен!е не 
имЪъетъ цьлыхъ рЪшев]Й. Всякое уравнеше первой 
степени съ двумя пеизвфотпыми, послё надлежащихь преобра- 
зовашй, можегь быть приведено къ виду ах-+ву=с, тд а, Ь 
и с суть дапныя цфлыя числа, положительныя пли отри- 

цатольныя. Мы предположимь, что оги числа пе имЪють пика- 
`кого общато длителя, кромЪ 1, потому что въ противном случа 

мы могли бы сократить на пего уравпеше. Если при этомъ 
окажется, что коэффиц1енты аифимВютъ 
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какого-ппбудьобщагод  лителя, кром$ 1, то 

уравпен1ене можеть имфтьцвлыхь р%Ъше- 

н1й. Въ самомъ дЪлЪ, если донустимъ, что а и В имЬють общаго 

дфлителя т>1, а с па него пе дфлится, то, при цфлыхъ значе- 

щяхь си у, лЪвая часть уравнешя представлялеть цфлое число, 

дллщеесл па т, а правая часть есть цфлое число, пе двлящееся 
па т; значить, уравиеше певозможно при цёлыхь значеняхь 

и у. 

Напр., уравнеше 62—21у=19 ие удовлетворяется никакими 
цЪлыми числами, такъ какъ при цфлыхь зпачешяхъ 5 и у раз- 
ность 6%—21у дВлится па 3, тогда какъ 19 не длится на 3. 

Игакь разсмотримь рьшеше уравнешя ах-НФу=е въ пред- 

положеши, что числа аи взаимно простыя, 

270. Частный случай, когда какой-нибудь 
изъ коэффищентовъ аи 6 равенть 1. Пусть напр., 

Ъ=1, т.-е. уравцеше иметь такой вндъ: 

ах--у==с; откуда: у=е—ахт. 

Изь послфдияго равенства видимъ, что, подставляя выфето & 

какйя угодно цфлыя числа (полол.ительныя пли отрицательныя), 

мы будемъ получать и для у цфлыял числа. Число этихъ рф- 
шей, очевидио, безкопечно; вс оп заключены въ равенствЪ: 

у=е—ах, которое поэтому можно разсматривать, какъ р ® ше- 
нте предложеннаго уравиешл. 

ПримБръ. Решить уравнеп{е: 2—бу==17, 

Рьшен{е: х=5у-Е1Т. 

Подставляя `вм$сто у произвольныя цЪлыя числа; 0, 1, 2, 
3,...—1,—2,—3..., получимь для 2 соотв®тетвующия значенйя, 

выставленпыя въ слфдующей таблицЪ: 



— 810 — 

271. Частный случай, когда с=О. Чтобы ршить 

уравпене: ах--у=0, въ козоромь ап какя-нибудь цфлыя 
числа взаимпо простыл, опредвлимь какое-пибудь одпо неиз- 

вЪетное въ зависимости оть другого неизвфотнаго; напр.: 

у ==——. 
а 

Изь этого равенства видно: чтобы х было цфлое число, не- 

обходимо и достаточно, чтобы произведеше фу двлилось на а. 

Но фи а суть чпела взаимно простыя; поэтому для дълимости Бу 

на а необходимо 1) и достаточно, чтобы у дЬлилось на а, т.-е., 

у 
чтобы частпое я было цВлое число (какое угодно). Приравнявъ 

это частное произвольному цБлому числу #, получим: 

т, у=а и те. —. 
а @ 

Такь какъ & означаеть произвольное цфлое число, какъ поло- 
жительное, такъ и отрицательное, то мы можемъ замЪнить # 
на —41; тогда получимь для неизвЪстпыхь друйя формулы: 

У=—а; 1=. 

Такимь образомь, уравнен!е ах--фу=о имфеть рёшешл, 

выражаемыя формулами: 

я=— Х=ЬЁ 
или 

у=аё у=—а& 

Формулы эти можио высказать такъ: каждое неизвестное 

уравнешя ах--бу=0 равно одному п тому же произвольому 
цфлому чиелу, умпожениому на кооффищентъ при другомъ 

неизвЪетномъ, при чемъ какой-нибудь одииъь изъ отихь 
коэффищентовь должень быть взять еъ обратнымь знакомъ. 

ПримЪры. 1) 112--5у=0; 2=—54 у=17ь пли 2=5ь 
у=—17:. 

2) 95—13у=0; д=131 у=9в или х=—138 у=— 9. 

1) Эга необходимость локазывается въ арнеметик$; см., папр., А. Киее- 

левъ «Сиетематичесь куреъ арнометики», $120. 
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272. Обиий случай. Котда пи одить изь коэффищен- 
товь ав ® по равешь 1, и свободный членъ с не равенъ 0, 

даппое уравиеше, посредствомь нФкоторыхь преобразован, 

приводять кь другому уравненцо, у котораго коэффищенты 

мельше сравпительно съ первымъ; это уравнеше, въ свою 

очередь, приводять къ третьему, у котораго коэффищенты еще 

меньше, ит. д., пока не получать уравнешя, у котораго 

коэффищенть при какомь-нибудь пеизвзетномъ равенъ 1. Такое 

уравнене, какъ мы видфли, рЪщается непосредственно, 
Чтобы свести уравцеше ах--Фу==с [1] къ другому, у котораго 

коэффищенты мепьше, употребимь послЪфдовательно таке три 

према: 

1°. Опредзлимъ изъ уравнен!я то неиз- 

в стпое, у котораго коэффиц{ентъ меньше; 

пусть, папр. 5<а; тогда опредфлимь у: 

с—ас 

2°. Исключимъ изъ полученной дроби 1флое 
число, Пусть оть дълешя с на Ь частное и остатокъ соот- 
вфтотвенно будуть с: и 4 (если <), то с:=0 и 4=6), а оть 

дЬлен!я а на $ частное и осталокъ пусть будуть а; и т; тогда 

4— 
у=е-—а т . 

Изь отото уравневшя заключаемъ: если х и у чиела цфлыя, то и 
уд 4— 

частное = также число цфлое; обратно, если частное —— 

чпело цфлое при пфломъ зпачени 2, то у число цЪлос; значить, 
для того, чтобы си у были числа цфлыя, пеобходимо и до- 

. 9—* 
статочно, чтобы выражеше = было числомь цфлымь при 

цъломъ значеви я. 

Поэтому: 
3°, приравниваемъ произвольному ц}- 

лому числу дробь, получившуюся посл 
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исключен!я цфлаго числа; 

4—7 

ии в 
тогда уже ат. [4] 

Если мы найдемь цфлыя зпачешя для хи & удовлетворлю- 
пин ур. [2], то, подставивъ ихъ въ ур. [4], найдемъ н для у 
соотвзтствующее цфлое число. Такимь образомъ, рЬшеше ур. [1] 

сводится къ рёшеншо ур. [2], которое можно писать такъ: 

В1-гд=а. 

Коэффищенты этого новаго уравнешя меньше коэффишентовь 

даннаго уравнешя, потому чо одинъ изъ нихъ ра- 
венъ меньшему коэффиц1епту даннаго 

уравиен1я (именно $), а другой (г) равенъ 

остатку отъ двлен1я ббльшаго коэффи- 
ц1ента даппаго уравшеп{я на его меньш 1 й 
коэффиц1енть (оть дБленя а па Ь). 

ТБмь же способомъ мы приведемъ уравнеше [2] къ третьему, 
У котораго коэффищенты еще меньше; э10—къ четвертому, 
у котораго коэффищенты еще меньше, и т. д., пока, накопецъ, 
пе получимъ уравнешя, у котораго одипь изъ коэффищентовь 

будеть 1 и которое, слЪд., рёшается пепосредственно. 

ПримБръ. Ршить въ цфлыхЪъ числахь 

уравненте: 262—7у=43. 0] 
Прилатая кь отому уравнепио указанные три пр1ема, па- 

ходимь: 

т 6 

= [2] у=за—6- [4] 

Изь уравнешя [2] опредзляемь неизвфотное 2, у котораго 

коэффищенть меньше: 

ОЕ 
5 5 

2 
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1-24 
Приравниваемъ —5  иоиввольному цВлому числу и: 

— = 13] а=Е-ь [8] 

Изь уравнешя [3] опредВляемь пеизвфетное +, у котораго 

коэффищенть меньше: 

5—1 5—1 
= —. р 

2 

р 
Приравииваемь произвольному цфлому числу 4: 

——=ь 1] =. [С] 

Въ уравнеши [4], которое можно паписать такъ: и—1==2 4, 

коэффищенть при одпомъ ненизвфстномь равешь 1, а потому 

оно рЬшается пепосредетвепно: 

и=1-24. [2] 

Здьсь 4: можеть принимать произвольныя цфлыя зпаченя. 

Положивъ, папр., &в=0, пайдемь: и=1; подотавивъ эти числа 
въ ур. (С), получимь 1=9; изъ ур. (В) паходимъ: 2=8, п, нако- 

пець, ур. (4) даеть у=5. Назначивь для 4, какое-нибудь другое 
цВлое число п переходя послфдовательно черезъ уравнешя (2), 
(С), (В) п (4), найдемь соотввтствующёя зпаченя & п у. 

Впрочемъ, предпочиталюгь составлять формулы, выражающя 
хи увь прямой зависимости оть окончательнаго произвольнаго 
цвлаго числа. Переходя послЪдовательно оть ур. (Р) къ (С), оть 
(С) къ (В) и оть (В) къ (А), найдемъ посредетвомъ подотаповокъ: 

и=1-2ь; в=а-2)-Нь=2-+6; 

= (2-5) На --2ь)=8--7; 
у=83-Н7ы)—6-На-5ь)=5 26. 

Равепства: х=8--7% п у=5-+964ь, 

которыя удобнфе писать безь знака при букв # т.-е. такъ: 

д=8-НТ1 и у=б--261, 

представляють собою общее ршеше данпаго уравнен1я, такъ 
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какь, подставляя выфето $ произвольныя цфлыя числа, какъ 
положительныя, такь и отрицательныя, мы будемъ получать 
всевозможныя цфлыя значеня х и у, удовлетворяющёя дан- 
ному уравпешю. Н%которыя изь отихь зпачешй помфщены 

въ слБдующей таблиц$: 

(|0|1|з |... -—2| 

Ёа в[ю| и |... | -—*|-в] в 

у | 5 31 | в |... | я — —73] 

278. Когда неопредьленное уравнен1е имъетъ 
цфлыя ръшен!я. РазсмотрЪзь описаниый способь р%- 

шеня, мы замфчаемъ, что коэффищенты послЪдовательныхь 

уравпевй находятся такъ: бСблышй коэффищенть даниаго 

уравнешя дфлится па меньшй, и остатокь принимается за 
менышй коэффищенть второго уравнешя; затЪмь мепьшй 
коэффищенть даннаго уравиешя длится на остатокъ, и оста- 

токь оть этого двлешя принимается за менышй коэффищенть 

третьяго уравнешя; далЪе, первый остатокъ дфлится на второй, 

второй па трей и т. д., при чемъ остатокъ отъ казждаго изъ 

этихь двлешй принимается за менышй коэффищенть слёдую- 

щаго уравненя. Изь арпеметики извЪФстпо, что такимь спо- 

с0бомь посл довательпаго дфлентя находится 
обпий паиболышй дзлитель двухъ чиселъ. Но такъ какъ коэффи- 
щенты даннаго уравпешя суть числа взаимпо простыя, то ихъ 
общий паибольшй дЪлитель есть 1; поэтому, дЪля бблышй 

коэффищенть на мепьш, потомъ меньший па первый остатокъ, 

первый остатокь на второй и т. д., мы непремфипо дойдемь 

до остатка, равпаго 1, т.-е. получимь уравпеше, у котораго 
одинъ изъ коэффищентовъ раветь 1, а такъ какъ ото уравнеше 
всегда рьшается въ цБлыхь числахъ, то и данное уравнене 
въ этомъ случаЪ допускаеть цзлыл ршетя. 

ПринлвЪ во вниман!е сказанное раньше ($ 269), приходимъ 

къ слдующему заключено: 
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Еелн въ уравиоши ах--Бу==с коэффищенты @, р ип с суть 
цфлыя числа, пе имфюция дБлителя, общаго вебмъ пмъ, то 
для того, чтобы такое уравнешо имфло цфлыя рЪшошя, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы коэффищенты @ и 6 были чнела 
взаимио простыя. 

274. НЪкоторыя упрощен1я. 1. Если въ уравнен!и 
аз-НФу=е числа аис илифи с имвютъ общаго дълителя 
то на него уравнен!е можно сократить, 

Пусть, напр., а и с дьлятся на изкоторое число ф, такъ что а==0'’р и 
с=р. РаздВаивъ на р всв чдены уравненя, получимъ: 

и в в’; 

р , откуда видно, что частное “ должно быть числомъ цфлымъ; но фир 

суть числа взаимно простыя (въ противномъ случаз всЪ три числа: 
«Би с пыли бы общаго д'ителя, больщаго 1, и уравнен!е могло бы 
быть сокращено). поэтому Фу раздвлитея на р только тогда, когда у раз- 
длится па р. Положивъ у=ру’, найдем: 

У =ы, ц уравнеше будеть @’2--5у’==с”. 

Рышивъ ото уранцеше, найдемь # и у; умноживьъ на р выражен1е, 
полученное для у’, найдемъ у. 

ПримЪръ 1. Рьшить уравион!е: 122—7у=15. 
Положивь у=3у’и сокративъ уравнеше на 3, получимъ: 

4#—Ту’==5. 

Откуда найдемъ; а=3--, у=1--4% 

сад., у=(1--403=3+Н12 

Примфръ 2. Рьшить уравнен!е: 82--21у=28, 
Замфтимь, что 8 и 28 дьлятся на 4, положимь у=4у и сократимъ 

уравнеше на 4: 

ау =Т. 
Въ этомъ уравнени 21 и 7 дфлятся на 7; поэтому, подоживъ 2=7и/, 

сокралимъ уравнеше на 7: 

257 --Зу’==1. 

Рышивъ это уравнене, получимъ: 

х=—1+, у=1—2, 
. Савд., 2=-7-+-2И, у=4-— 84, 

П. При исключен! и цвлаго числа изъ неправильной 
дроби можно пользоваться отрицательными остат- 
ками. 
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ПримЪръ. 7а—19у=23 
= ао, 59 

Оть дьленя 19 на 7 получается остатокъ И больший половины 7-и; 
но если мы возьмемъ въ частномъ не 2, а 3, то получимъ отрицательный 

остатокъ—2, абеолютнал величина котораго меньше половины 7-и. Оче- 
видно, слфдующее уравневе будеть съ мевьшими коэффищентами, вели 

мы воспользуемся этимъ отрицательнымъ остаткомъ, т -е. положииь: 

а. 

= =3-+3у+- м у 

ПТ. Если числитель дроби, которую надо прирав- 
нять произвольному цзлому числу, содержитъ нЪко- 
тораго множителя, то полезно его выключить. Такъ, 

2 
въ предыдущемь примрв чиелитель дроби содержить множи- 

тедя 2; поэтому можно написать: 

Е 
Такъ какъ 2 есть число взаимно простое съ 7, то для дБлимости произ- 

ведешя 2(1—9) па 7, необходимо и достаточно, чтобы 1—у длилось 

ва 7. Приравнявъ Б произеольному цьлому числу & получимь: 

1-—у=И п 2=3--3у--% 
Огкуда: у=1- 1 и д=3--8(1-—И)-+7=6—19& 

275. Зная одну пару цълыхъ рЪшевй, мо- 

жемъ найти остальныя. Пусть какимь-пибудь сносо- 

бомь (папримЪръ, просто догадкой) мы пашли, что уравнеше 

аз-НФу=е удовлетворяется парою цёлыхь рышешй: в==а и у=В; 

тогда, пе рёшая уравнешя, летко составить формулы, вклю- 
чающя въ себф всевозможных цёлыя рёшешя. Для этого раз- 

суждаемъ такъ: если аи 8 есть пара рёшешй уравненшя аз-НФу=е, 

10 мы должны имфгь тождество: 

ва-З 

Вычтя почленпо это тождество изъ даннато уравненя, по- 

лучимъ: 

а(&—&)--Ку—8)=0. 

Примемъь въ этомь уравнешш 2—© за одно неизвфстное, а у 

за другое; тогда свободный членъ уравнешя будеть 0, и поэтому 
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мы можемь воспользоваться формулами, выведенными для этого 
частнатго случая ($ 271); 

{ э—=— { в—а=и 
у—В=а у =. 

о у х=а—б х=а- 

ткуда: у=В-аё ИЛИ | 3 ЦЕ, 

Эги обпйя формулы можно высказать такъ: каждое непзвфет- 

ное уравнеше ах--бу=С равно своему соотвЪтетвующему чает- 

ному значепно, сложенному еъ произведенюмь произволь- 
наго цфлаго чнела па коэффищевтъ при другомъ нензвЪет- 
номъ, при чемъ какой-нибудь одпшъ изъ отихъ коэффищен- 

товъ должень быть взять еъ обратнымь знакомъ. ) 

ПримЪРръ 1. Уравненше 32--4у=13 удовлетворяется зпа- 
чешями х=8, у=1. Поэтому обийя формулы будуть: 

д=3—4, у=1+3 
или т=з--4, у=Е—3 

ПримЪръ 2. Уравнеше 72—2у=11 имфеть пару рше- 
НЙ: 2=1, у=—2; поэтому обийя формулы будуть: 

я=1+2ь у=—2-7 

или Ф=1—2, у=—2—74. 

ЗамБчане. Выведенныя въ этомъ параграф формузы должны быть 
тождесгвенны тЬмъ формул ›мь, которыя получаюгся въ результат обыкно- 

венпаго ршешя неопредблениаге уравнензя. Однако, всяфдстве произ- 
вольности числа # эти формулы могугъ разниться во своему вн!шнему 

виду. ДЪйствительно, зазьняя # на #31, #2, #=3,.,,‚ мы будемъ по- 
лучать друия формулы: 

и тен Га 
у=(е=аы Пуж(акаа == 

которыя, отличаясь виЪшнимъ видомъ, дають одинаковые результаты 
(коцечно, не при одинаковыхъ значешяхъ 9. Полезно замфтити, что во 
воБхъ этихъ формулахь коэффищенть при # одинъ и тоть же; это обстоя- 

зельство можетъ, до нькоторой степени, служить повфркою правильности 

рьшешя: если въ результаг6 рфшевя получается для какого-пибудь 

неизвъетнаго формула, въ когорой коэффищенть при произвольномъ цф- 
ломъ числЬ не равенъ кооффишеиту при другомъ неизвфетномъ, то рьше- 

ше выполнено неправильно. 
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2716. Теорема. Если въ уравнеши ах-Еёу=с во коэффицонты 

числа цёлыя, при чемь а и 6 чисза положительныя и взаимно проетыя 

то, подотавляя вмфото х чиела: 0, 1, 2, 83... (5-1), или вмето у чиела: 

0, 1, 2,3... (а—1), мы найдомъ дла другого ноизввотнаго цЪьлое значо- 
не и только одно. 

Док. Изь уравневя выводимъ: 
са 

==. 

Предварительно убфдимся, что, подотанляя въ с-—а% вывсто 2 числа: 
0, 1,2... (6—1) и дВая результаты на 5, мы не можемъ получить 

двухъ одинаковыхъ положитедьныхь остатковъ 1). 
Предиоложимъ обратиое, напр., чо с—ат, и в—ап, гдВ т и в суть два, 
числа изъ ряда: 0, 1, 2.. (5—1), при дЪ еши ва Ъ даюгь одинь и тоть же 
положительный остатокъ г. Пазвавъ частное оть дфлешя с—ат на В че- 
резь 4 и с—@и на В черезъ р, получимъ: 

с-ат=ы-е и с--ап=фр+т. 

Вычтя эти равенства почденно, найдемъ: 

а(и—т) = 4—5), 
а("—т) откуда: = 4—р. 

"Такъ какъ 4—р есть число цвлое, то а(и—т) должно длиться на 5; 
но этого быть не можеть, такь какъ а и $ числа взаимно простыя, 
а в-т<5 значить, с-ат и в-—та не могутъ дить одного и того же по- 

ложительпаго остатка. 

Игакъ, подстапляя въ с—42 вмЪето & числз: 0, 1, 2..(5—1) и для 
результаты на | мы должиы получать различные положительные 

остатки. Такъ какъ каждый остаток долженъ быть меньше $ и число этахъ. 
осгатковъ есть &, то одинъ изъ нихъ долженъ равняться 0; другими 

словами, при одной изъ этихъ подстановокъ у окажется цфлымъ числомъ. 

Точно также можно доказать, теорему и относительно 2. 

Доказанная теорему позволяеть найти пару рьшешйЙ посредством 

нфоколькихь испытан, число которыхъь тЬмь меньще, чёмъ меньше 

одинъ изъ коэффищентовь @ и $. 

Примфръ. 52—2у=17. 
Тажъ какъ въ этомъ примБрь коффия епть при у меяьше коэффищента, 

при 2, то для уменьшеня числа испытал! выгодифе дЪлать подсгановки 
на мЪсто 2: 

== 

у=— 
2) Если, при какой-вибудь изъ этихь подстановокь выражеше с—а2 

дадо бы отрицательное число, мы могли бы увеличить частное на 1, чтобы 
и вь отомъ случа получить положительный осталокъ, 
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Тожихъ образомъ, пара цёлыхъ рьшенй найдонв: 2==], у=—4; зна» 

чить, общия формулы ‚будуть: 

214-36 у=—4-5. 

277. Исключенше отрицательныжъ рфшенйй. 

Весь цёлыя р5шешя (положительныя, отрицатедьныя и нулевыя) 

уравпешя ах-НБу=е выражаются, какъ мы видвли, формулами: 

х=а—0ь у=вВ-аё. 

Отсюда видно, что х и у будуть отрицательными числами 
только для такихъ значешй &, при которыхъ двучлены а— 1 и 

В--ар окажутся меньше 0. ЭЖелая исключить вов тамя рЪ- 

шешя и оставить только цфлыл пололамельныя или нулевыя 

рЪшешя, мы должны брать для # цвлыя значешя, удовлетво- 

ряющёя слфдующимь условямъ: 

а—1>0 и В-аЕ>0 1) 

РЬшивъ эти перавенства, соединеппыя съ равенствами, най- 

демъ для { два предьла, которые ограпичать произвольность 
въ выборв значешй этого числа. При этомь могуть предота- 
виться слБдующе 2 случая, смотря по тому, будеть ли число в 
положительное или отрицательное (число а мы всегда можемъ 
сдвлать положительнымь, умпоживь, въ случаф надобности, 
всВ члепы уравпешя на —1): 

Т. >0 Изь неравепствь находимъ: 

Виза п а>-8. 

а 8 Откуда: <; и > 

(Знакъ = иметь мБсто, конечно, въ томъ только случа, когда, 

а 
$ и в суть числа цЪлыя). 

а 

Вь отомъ случаБ уравпен!е имфеть столько рёшен!й, сколько 

а 
есть цълыхь чиселъ между п, (считая въ томъ числ и са- 

а 

1) Если бы мы хотбли исключить еще и вулевыя `фёшеня, то должиы 

были бы въ этихъ формулахъ оставить только знакъ >, атзнакъ = от 

бросить. 



— 320 — 

мые эти предВлы, если они числа иЪлыя). Можеть случиться, 

что между этимн иредфлами нЪть пи одпого цфлаго числа; 

тогда уравиен!е не имфетъ ни одного цфлаго положительнаго 

рЪшеня. 

П. 5<0. Вь этомь случа неравенства даютъ: 

а В и = 
ь а 

(при дБлеши на отрицательное чнсло знакъ перавенства измф- 

нлется). Такъ какь эти предЪлы одинаковаго смысла, то до- 
статочио взять изъ пихъ только одипъ, сблышй. Значить, въ 

этомъ случаЪ уравпеше имфеть безчисленное множе- 

ство цБлыхь положительныхь рёшеши. 

ПримЪръ1. Найти цфлыя положительныя 

(или пулевыл) р шен1я ур. 7г-9у=5. 

Такъ какъ коэффищенть при у положительное число, то 

утверждаемь а рмотр, что даппое уравнеше имфеть копечпое 
число цёлыхь положительныхь рфшенй, или пе ныфеть ихь 

вовсе. ДЬйствительно, рьшивъ уравнеше, найдемъ: 

х=9—9, у=—1-74. 

Неравепства. 23—90 н —1+70 

дають: <п > 

(Знакъ = опущенъ, такъь какъ оба предЪла дробпые). 
Уравнеше пе имБеть ни одного положительнаго цфлато рЪ- 

шешя. 

ПримЪръ 2. Найти ц$лыя положительныя 

(или пулевыя) р шеп1я ур. 33—6х=8у. 

СдБлавъ коэффищенть при < положительпымъ, получимь: 

бх--3у=33. 

РЬшивь уравнеше, найдемь: 2=3 у=11—54 

Неравенства З=0 и 150 

дать: >о и 2; 
Между этими предфлами заключается сл$дуюпщйя три зна- 

чешя: +=0, #=1, #=2, соотвфствепио которымъ получимь: 

1) <=0, у=11; 2) х=3, у=б6; 3) х=6, у=1. 
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ПримЪръ8. Найти ц%лыя положительных 

(или нулевыя) р шен1я ур. 295—30у=5. 

Утверждаемъ « рим, что это уравнене имфеть безчислен- 

ное множество цвлыхь положительныхь рёшевй. Дйстви- 
тельно, рфшивъ уравнене, находимъ: 

х=—5-+301> 0, у=—5-+29 = 0, 
>ь а 

Такь какъь > то достаточно положить, что #>5. СлЪдо- 
вательно, 1=1, 2, 3, 4... 

278. Два уравнен!я ‘первой степени съ тремя 
неизв$етными. Пусть требуется рЬшить въ цлыхь 

числахьъ систему: 
22--3у—72=21 

| 52—4у-6е=48. 
Исключивь одно неизвЪстное, напр. 2, получимъ одпо урав- 

неше съ 2 неизвестными: 

47х—10у=462. 
Рьшивь это уравнеше, найдемъ: 

т=6--10, у=—18-4ТЬ 

тдВ есть произвольное цфлое число, пока рфчь идеть только 
о томъ, чтобы хи у были цфлыя. Чтобы опредфлить, какя зна- 

чешя можно давать для &, чтобы и 2 было также цёлымъ чис- 
ломъ, вставимъ полученныя выражен1я вмЪсто хи у въ одно 
изъ дапныхь уравнешй, напр., въ 1-е; оть этого получимъ одно 
уравнеше съ неизвфстными # и 2; 

161:—72=68 пли 231-2=9. 

Рьшивь это уравпеше, найдемъ: 

2=234—9. 

Для полученя положительныхь (и нулевыхъ) рфшен!й надо 

рЬшить неравенства, соединенныя съ равенствами: 
6-102>0, —18-+472>0, 23#5—9>0. 

Отсюда паходимь: 5>—ф и и и. 
Сл$дов., для { можно брать числа: 1, 2, 3, 4... 
Такимъ образомь, рьшене системы двухъ уравневй первой 

степени съ 3 неизвЪстными сводится къ двукратному рёшению” 

одного уравнен1я съ 2 пеизвфетными. 

А. Коословъ. Адгебра. 21 



ОТДЪЛЪ УИ. 

Обобщенепонят!яопоказателЪ. 

Дробныеи несоизмЪримые показатели`). 
279. Опредфлен!е дробнаго показателя. Мы 

видьли ($ 166, теор. 2-я), что при извлечеши корня изъ степени 

ДБляТЬ показателя подкоренного числа на показателя корнл, 

если такое дз лен!е выполняется нац$ло. 

Теперь мы условимся распространить это правило и на тотъ 

случай, ` когда показатель подкоренного числа не дфлится на- 

цвло на показателя кория. Вь такомъ случа въ результать 

извлечешл мы должны получить степень съ дробнымь пока- 

зателемь; напр.: 

$ 3 
ув выразится @`, 

= 
У“ > а", ит. п. 

Само собою разумЪется, что дробные показатели не мотуть 

имЪть того значешя, какимъ обладають цфлые положительные 

показатели; напр., пельзя понимать степень # вЪ томъ СМЫСлЗ, 

что а берется сомножителемъ 2 раза, такъ какъ выражене «2 раза» 
е 

не имфеть смысла. Степень а” есть только иной видъ радикала, 

у котораго показатель подкоренного числа есть т, а показа- 

тель самого радикала есть п. Такимъ образомъ, Г есть пе что 

+ ® —— 

иное, какъ У=, (1-2) есть иной видъ выражешя У 5, ит. и. 

Передъ этою статью полезно повторить все, относящееся до отрица- 

тельныхь показателей (сы 5$ 68, 91, 92, 93, 156, 208, 4°). 
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Условно допускаются также п отрицательные дроб- 
ные показатели въ томъ смысл, что число съ такимъ показате- 
лемъ равносильно дроби, у которой числитель есть 1, а знаме- 
натель то жо число съ положительнымъ показателемъ; такъ; 

м Е 
& =——. 

“ Уз 
280. Иррацюнальному выражен!ю можно 

придать видъ ращональнаго. Дробные показатели 
дають возможность представить пррашональное выражен! подъ 

а 

видомъ ращональнаго; напр., выражеше зууя можно пред- 

ставить такъ: За 253. Конечно, такое преобразоване измфняеть 
только внЪиийй видъ выразкешя, а не содержаня его; однако 
подобное измфпеше нмфеть важное значене, такъ какъ оказы- 
вается, что всф дЪйетШя надъ етепепями, ии ющими дробныхъ 
показателей, можно производить по тёыъ же правиламъ, кая 
были выведены для цфлыхъ показателей. Доказкемь это. 

281. Основное свойетво дробнаго показателя. 

Если дробнаго показателя = замфинмъ равнымъ ему ноказа- 
’ т 

‘телемь п то величина етецени не измфнитея. 

, т 
а 

$; требуется доказать, что а“ 
2% 

Пусть —= 
ъ 

а". Для доказа 
® 

тельства замЪиимъ степени съ дробными показателями ихь 
настоящими зкачен1ями: 

=. я НИ 
"= уг, "= У. 

Приведя эти радикалы къ одинаковому показателю, по- 
лучимь: 

ут-у т, угу. 
т т’ 

Но изь раъенства —==—, слёдуеть, что ти’==и’т; значить 
вп 

=’ | 

=Уа” или @^. 
па’, О 

яя И", т 2. У 

21° 
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Основываясь на доказанномъ свойствё, мы можемъ преобра- 

зовывать дробнаго показателя совершенпо такъ же, какъ обык- 

новенную дробь, лишь бы только преобразоване не 

измфняло величины показателя; напр., мы можемъ числителя 

и зпаменателя дробнаго показателя умножить или раздёлить 

на одно и то же число (ср. съ $ 205). 

282. ДЪЙств!я надъ степенями еъ дробными 

положительными псказателями. Предстоить до- 

казать, что къ дробнымь положительнымь показателямь прим$- 
нимы правила, выведенныя раныше для цфлыхь показателей. 

Ходь доказательства для всЪхь дЪйствЙ одинъ и тоть же: 

степепи съ дробными показателями замфняемъ радикалами; 

производимь дВйств!е по правилу о радикалахъ; результать 

выражаемь дробнымь показателемь и затЪмъ его сравниваемъ 
съ тБмъ, что требовалось доказать. 

Н тр т 
Умножен1е. Требуется доказать, что а”а’==а’ 

++ 

29. тр #_Я = 24 = 
Док. вау а" =. Угу =”. Уча" у а" т" 

мачт ттт 
=а 9 = = 

Полагая п=1, или 4=1, найдемъ, что правило о сложеши 

показателей распространяется п на тоть случай, когда одинъ 

изь показателей—дробь, а друтой—цфлое число. 

Доказательство не терлеть силы, если положимъ п==1 пли 4=1. 

Возвышен1е въ степень. Требуется доказать, что 

В-я 



Док. (5/- , ($ -у у: а” 7- ру И. 

Доказательство не теряетъ силы, если положимъ п==1 или 4=1. 

Извлечен!е корня. Требуется доказать, что 

2/т т 
тр аа *, 

Док. У: 1-я уг ге а? 

Докажемъ еще, что теоремы о возвышен!и въ степень произ- 
ведев!я и дроби ($ 165) остаются вёрными и для дробныхь по- 
казателей. 

= мия 
Т. Требуется доказать, что (абе)" =а"5" с". 

ттт 
Док. авт (або" = и тит-утуя Ире "с". 

В а)" 
П. Требуется доказать, что 6 ео 

де (УИ И 
288. Дйств!я надъ степенями съ дробными 

отрицательными показателями. Если показатели 
не только дробпые, пои отрицательные, тои вь этомъ 
случа къ нимь можно примфнять правила, относяццяся до 
положительныхь показателей. Покажемъ это для какого-нибудь 
одного дфйстыя, напр. для умноженя. 

(2) Пусть требуется доказать, что а *.а ‘=ай 7, 
"п р тв) м, (р 

Док. апай тя Е = СЯ. 
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Подобнымъь же образомь убёдимен, что п друмя дВйствя 

можно совершать по правиламь, относящимся до положитель- 
ныхь показателей. 

284. Понят!е с несоизм$римомъ показателв. 
Относительно  несоизмБримыхь показателей мы  ограни- 
чимся сообщенемъ только самыхь элементарныхь свфдьнй. 

Прежде всего замфтимь, что выражению а“ вь которомь а не- 

соизм5римое число, придають смысль только тогда, когда 
основане а положительное. При этомь могуть представиться 
сл дующе 3 случая. 
1-й случай: показатель я еть положительное 

цесоизм5римое число, при чемъ основаве а больше 1. 

Обозначимъ черезь а; любое приближенное соизмфримое 
значеше числа а, взятое съ недостатком, и черезъ а» любое 
приближенное соизм$римое значене числа а, взятое съ из- 

быткомь. Тогда выражен1е а‘означаеть число, 
которое болыше всякой степени а“ и меньше 

всякой степенпи аз. Если, напр., а=У 2, то а? озна- 

чаеть число, ббльшее каждаго изъ чисель ряда: 
а, а, 04, Е (1) 

въ которомъь показатели при а суть десятичныя иприближен- 

ныя значеня ]/2, взятыя всф съ недостаткомъ, и меньшее ка- 
ждаго изъ чиселъ ряда: 

218, 2148, об, 48, (2) 

въ которомъ показатели суть десятичныя приближенныя зна- 

чешя У2, взятыя всВ сь избыткомъ. 

8-й случай: показатель х есть положительное 

несоизм5римое число, но а<1. 
Тотда выражен1е а" означаетъ число, ко- 

торое меньше всякой степени а и больше вся- 

кой степени а“. Такъ, если «=, то аа при а<1 пред- 

ставляеть собою число, меньшее каждато изь чисель ряда (1) 

и бблышее каждаго изъ чисель ряда (2). 

3-й случай: показатель х есть отрицательное 

несоизыфрямое число и а=1. 
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Тогда выраженйо а“ иридають тоть эже смыель, какой имз- 

ють степени съ отрицотельными соизмвримыми показателями; 

тань, в р , а 

При подробномь изложен!и теорфи несоизмёримыхь показа- 
телей *) доказывается, что, во-1-хь, число, ббльшее (меньшее) 
всякой степени = и меньшее (ббльшее) всякой степени а“, 
существуеть и притомь только одно при всякомъ 
данномъ полозкительномь а, и во-2-хъ, что съ несоизы5римыми 
показателями можно поступать по тмь же правиламъ, кая 
были выведены для показалелей соизмфримыхь; такъ: 

ат. ааа; аа: аа; (ов, 

285. Примзры на дЪйетв!я съ дробными и 
отрицательными показателями. 

№3 71 и и 

20 Бо об - БоНу 104% ° 10 В 
81518 Е И Я Г 

324 У за ой зая 
10/100 а 
И зы я 

(Ета т 
ны |-4Е и 

1\2 1 11 
23 

а ь Н =а——6--26 с =а—-—в--2 55; 
5 

8) Уз: + (. ыы), 5 
8 

"Такое изложене помвшено нами въ конц этой книги (см. При- 
дожон1о 1-е). 
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Прогресаи и логариемы. 

ГЛАВА 1. 

Ариеметическая прогресеия. 

286. Опредълене. Ариометической прогресфей пазы- 
вается такой рядъ чиеелъ, въ которомъ каждое число, начн- 

ная ео второго, равняется предшеетвующему, сложенному съ 

однимъ и тЪмъ же поетояннымь для этого ряда чнеломъ (по- 

ложительнымъ и отрицательнымъ). 

Такъ, два ряда: 

+ 3,65, 8, 11, 14, 17, 20, 
--: 19, 10, 8, 6, 4, 2, 0, —8, —4 

представляють собою ариеметическая прогресби, потому что 
каждое чиело въ нихь, начиная со второго, равно предшествую- 
щему, сложенному съ однимь и тЪмь же для каждато ряда 
числомъ, именно: вь первомь ряду—сь числомь 3, а во 
второмъ —съ числомь —2. 

Числа, составляющйя прогресс!о, наз.ея членами. Поло- 

зжительное или отрицательное число, которое надо ‘прибавить’ 
къ предшествующему члепу, чтобы получить послВдующий, 
наз. разностью прогресс!и. 
Прогресыя наз. возрастающею, когда члены ея уве- 

личиваются по мёрЪ удаленя оть начала ряда; опа наз. убы- 

вающею, когда члепы ея уменьшаются по мёрз удалешя 

оть начала ряда; значить, разность первой прогресем—поло- 
зжительшое число, второй—отрицательное. 
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Для обозначеня того, что данпый рядь представляеть собою 
ариеметическую прогресепо, ставять иногда въ начал ряда 
знакъ =. 

Обыкновенно принято обозначать: первый членъ а, посл®д- 

ША разность 4, число везхьъ членовъ п и сумму ихь 3. 

287. Теорема. Веяьй члешь арпомотичеекой прогресс, 
начипая ‘во второго, равень первому ел члену, еложениому 

©ъ произведешемъ разноети прогресей на чиело члеповъ, пред- 
шествующихь опредВляемому. 

Док. Пусть имБемь прогресейо: 

ав, 0,9... 1 

у которой разпость 4. Изъ опредвлешя прогресси слЪдуеть: 

2-й члень 6, имющий передь собою 1 чл. =а-На 

3 > с, > › ›» З»ь + 4=а--24 
4-й › 0, › 2 с» Зь ==о-+4=а-за 

Этоть закошь обладаеть общностью, потому что, переходя 
оть какого-пибудь члена къ слВдующему, мы должны увеличить 
на 1 число предшествующихь членовъ и вмВстВ съ тВмъ приба- 
вить 1 разъ разность. 

Такимъ образомъ, 10-й членъ прогресойи равенъ а-94; вообще, 
‘т-й членъ равень а--4т—1). 

Слздетв!е 1. Примфняя доказанную теорему къ послёд- 
нему члену прогресс, т.-е. къ и-му, получимъ: 

: у 
Ирана) 

т.е. поелЪдшй. члешь ариемотической прогресои равенъ пер- 
вому ея члену, сложенному еъ произведешемъ разности про» 
гресеш на чиело воъхь членовъ, уменьшенное на единицу. 

ПримЪръ 1. Опредфлить 12-й членъ про- 
гресс1и: 3, 7, 11... 

Такъ какъ разность данной прогрессш равна 4, то 13-й члень 
ея будетъ: 

3-4. И =47. 
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ПримЪръ 2, Найти 10-й членъ прогреве! ин: 

40, 37, 34... 
Такъ какъ разность той прогрессом равна —8, то 10-й членъ 

ея будеть: 

40--(—8) . 9=40—27=18. 

СлЪдетве 2. Ариеметическую протресешо, у которой 
первый членъ есть а, разность 4 и число члеповъ п, можно изоб- 
разить такъ: 

- а, а-+9, а-24а, а-3а,..а-Н4т—). 

288. Лемма. Сумма двухь членовь ариометической про- 
гресош, равпоотстолщихъ огъ концовъ ея, равна сумм край- 

нихъ зленовъ. 
Док. Пусть имВемь прогресело: 

вь которой е есть т-й членъ оть начала, а № есть т-Й члешь 
оть конца. Тогда, по доказапиому (если черезь 4 обозначимь 
‘разность прогресс н): 

е=а-Н@(ат-—1). (1) 

Для опредвлен1я члена № замЪтимъ, что если данную про- 

трессно напишемь съ конца: 

т т 
— — 

..5, а, 

то получимь тоже прогресео, у которой первый членъ есть 1, 
а разность равна —4. Вь этой прогресс членъ ® есть т-й оть 
начала, а потому: 

в=1---9(и-—=Н-40и—). (2) 

Сложивь равенства [1] и [2], нолучимь: 

в-в==а- 3. 

Напр., въ прогресеш: 18, 7, 9, —8, —8, —18, —18 находимь: 

та 18) =—6; 7—9) =—6; 2—9 =—6; 8 9=5. 
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289. Теорема. Сумма вебхь члеповь ариеметичесвой 
прогрееёйн равна полусуммЪ крайнихь ел членовъ, умножен 

ной па чиело вефхьъ члеповъ. 

Док. Если сложимъ почленно два равенства: 

з=а-Р-о-... НЕЕ 
| в=-Е-Ы--...-Не-Но-а, 

то получимь: 28==(а--1--(6-5®)--(с-Н)-+...-Нана). 
Двучлены, столийе внутри скобокъ, предотавляють собею 

суммы членовъ, равноотетоящихь оть концовь прогресаи; 

по доказанному, каждая изъ этихь суммъь равна а--Ё ип6- 
этому: 

23=(а--)-К(а--0-Ка---+...[п разъ], 

т.е. 25=(а--)п; откуда —@ те, 

ЗамЪчан!е. Если въ формулу для суммы выфсто члена 1 
вставимь равное ему выраженше а--4(и—1), то получимь: 

а, [2а--4(и—1)№ 
в“ 

Эга формула опредъляеть сумму въ зависимости оть перваго 
члена, разности и числа членовь данной прогресс. 

ПримЪръ 1. Опредьлить сумму натураль- 
ныхъ чисель отъ 1 до п включительно. 

Рядь: 1, @, 3,...(п-—1), п предотавляеть собою ариемети- 

ческую прогрессо, у которой первый членъ есть 1, разность 1, 
число членовъ и, послднйЙ членъ тоже п; поэтому: 

(1--п)® 
——. 

2 

(1-+6).6 _ Ри 
2 

Тавъ: 1--2-ра-На--б-6=- 

Прим$ръ 2. Найти сумму первыхъ п пе- 
четныхъ чиселът. 

Рядъ: 1, 8, 6, 7,... есть ариеметическая прогресия, у ко- 
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торой первый членъ есть 1 ип разность 9. Если возьмемъ ® чле- 

новь, то послфднйЙ члешь будеть 1--2(и—1)=2%—1. Поэтому: 

(9—1) > +(2т-—1)и к 

2 

Такь: 1-8 =4 22; 1--8--5=9=82; 1-++8--5-7=16==4?; ит.д. 

па, 

Примфртъ 3. Найти сумму 10 членовъ про- 

гресс1и: 3, 3$, 2... 

Вь этой прогресен разность равна —$; поэтому 10-й членъ 
будегь 3—$. 9=—1$, и искомая сумма 

[8 +(—8)0 1 т. 
2 2 

ДДЬйствительно: 3-24 -2 екран =. 

290. Такь какъ для 5 чисель а, , 4, пи $ мы имЪемь два 

ураввенвя: 
(а-Н д 

1) 1=а-+4 (1), и 2) з= г 

то, по даннымь значевямь трехъ изъ этихъ чисель мы можемъ 

‘находить значешя остальныхь двухь. РЬшимъ для примёра 

слЪфдующую задачу. 

Задача. Опредз лить число членовъ арие- 
метической прогресс!и, у которой сумма 

равна12, первый членъ 7, а разность есть—2. 

` Для этой задачи уравненя далтъ: 

7-Р 
112 =9—0® п 12 ны 

Откуда подстановкою находим: 

7--9— т 
И а 

или 12—8п--12 =0, 

слВд., п=4-У 16—12=4+2, 

значить, И1==6, и2=. 
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Такпмъ образомь предложенная задача имфеть два отвфта: 

число членовъ прогресм или 6, или 2. И дЪйствительно, двз 

прогресеи: 

+15 # 76, 8,1 —1, —8 

имБють одну и ту же сумму 12. 

ГЛАВА П. 

Геометрическая прогрееся. 

291. ОпредБлен1е. Геометрической прогресёей пазы- 

вается такой рядъ чиселъ, въ которомъ каждое чиело, начи- 
пая ©0 второго, равияетея предшествующему, умноженному 
на одно п то же постояпное для каждаго ряда число (полозки- 
тельшое или отрицательное). Такъ, три ряда: 

2, 6, 18, 54, 162, 486, 1458, 

8, —16, 32, —64, 128, —956, 512, 
+= 20, 10, 

предетавляють собою геометрическая прогрессйи, потому что въ 
этихь рядахь каждое число, начиная со. второто, получается 
изъ предшествующаго умноженмъ: въ первомъ ряду на 3, во 
второмъ на —9, вь третьемь на $. 

Числа, составляюнщуя протрессйо, наз. ея членами. По- 
стоянное для каждой протресёи число, на которое надо умно- 
экить какой-нибудь членъ прогресеи, чтобы получить слёдую- 
ЩИ членъ, наз. знаменателемъ прогресс1{и, 

Геометрическая протресс!я наз. возрастающею или 
убывающею, смотря по тому, увеличивается или умень- 

шается абсолютная величина членовъ прогресейн по 
мЪр$ удаленшя оть начала ряда; такъ, изъ трехъ указанныхь 

выше прогрессй первая и вторая—возрастаюция, а третья— 

‘убывающая. Въ возрастающей прогрессйи абсолютная величина, 

знаменателя больше 1, вь убывающей меньше 1. 
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Для обозначен1я того, что данный рядь есть прогресеёя гео- 

метрическая, иногда ставять въ пачалф его знакъ -::-. 
Обыкновенно принято обозначать: первый членъ @, послВд- 

в 1, знаменателя 4, число вовхь членовъ п и сумму ихь 3. 

292. Теорема. Всль! члешь геометрической прогреесш, 
начиная со второго, равенъ первому ея члену, умноженному 
иа такую степепь знаменателя прогресеш, у которой показа- 
‘тель равен чиелу членовъ, предшествующихь опредфляемому. 
Дов. Пусть имемъ прогрессйо: 

На, В, с. В Ь 

У которой знаменатель есть 4. По опредвленю прогрессйи бу- 
демъ имЪть: 

2-й членъ 6,- имЪюцщий передь собою 1 чл. 

3-й > с, > > >» 2» 

4-й о» а, > › >» 8» 

какого-нибудь члена къ слфдующему, мы должны увеличить 
на 1 число предшествующихь членовъ п вмфств съ тёмь умно- 

жить еще 1 разъ на знаменателя прогресеш. 
Вообще, если члену{й предшествують т членовь, т.-е. если 

Ъ есть (т-Н1)-й чер теометрической прогресс, то й==а4”. 

СлЪдетв!е 1. ПримЪияя доказанную теорему къ послЪд- 

нему члену прогресен, т.-е. къ п-му, получимь: 

1=04"—*, 
т.-е. послфдшШ членъ геометрической прогреееш равень пер- 
вому ея члену, умноженному на стонень знаменателя, пока- 
затель которой равешь чиелу вебхъ чденовъ безъ единицы. 

ПримЪръ 1. Опредфлить 6-й членъ про- 

гресс1 и, у которой первый членъ 3, а зна- 

менатель 4. 
6-й члень=8 . 45=8072. 

ПримЪръ 2.’Опредфлить 10-й членъ про- 
гресст1и - 20, 10... 
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Такъ какъ`знаменатель этой прогресын воть м то 10-й 

15 5 
членъ==20. ЕТ 

Прим ръ $8. Опредвлить 4-й членъ прогресс]и: 

„Уз 1 
ТИ 

1 У Уф Уз—1 т Ве А пам 8—И2 Уз @—Уз(уз+ Уз 

9-1 4/13 з Е 

4-й члепь Уз+ у | = ") = (Из 0/
2 и. 

Уз—1\ у 22 
(И/з+1(И2—0 (3—9 _Уз—1 Уз 

зуз 2уз 4 
СлЪдетв!е 2. Геомегрическую прогрессшо, у которой 

первый членъ есть а, число членовъ и и знаменатель 4, можно 
изобразить такъ: 

©, 94, аф, а. а. 

293. Теорема. Сумма вефхь членовъ геометрической 

прогроеейи равна дроби, у которой числитель ееть разность 

между произведешемь поелдняго члена па зиаменателя про- 
гресейм п первымъ членомъ, а знаменатель сеть разноеть между 
зпаменателемъ прогресеш и единицею, т.-е. 

Док. По опредфленйю геометрической прогрессш: 

6=04 
94  Оложимьъ эти равенства почленио; тогда въ л%- 

4=4 вой части получается сумма вофхъ членовъ безъ 

... первато, а вь правой — произведен1е знамена- 
теля 4 на сумму всБхь членовь безь посл№- 

=14 няго. 

1=14 

8—а=($ -11. 
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Остается рВшить это уравиен1е отпосительно з: 

2—4; Иа =—1), 
9—а чт @) 

294. Два другихъ выраженя для суммы. 1°. Умноживь числителя и знаменателя формулы (1) па — 

$= 

(2) 
ПослЪдняя формула удобна для прогресси убывающей, по- тому что тотда а> И п 1>4. 
2° Замфнивъ членъ { въ равенствахь (1) и (2) равнымъ ему выраженемъ 04”-', найдемъ: 

(3) 
Эти формулы удобно употреблять тогда, котда члешь 1 не- извЪстенъ. 

Примфръ 1. Опред$ лить сумму 10 членовъ прогресс1и: 1, 2, 22... 
Вь эй прогрессш а=1, 9=2, 1Ы1. 2729; поэтому: 

2°.2—1 
=2—1=1023. — З 

= 

Примъръ 2. Опред$ лить сумму 8 членовь прогрессуи: _-: Те. 
Здфеь а=1, 4=Ё 151. @", поэтому: 

1—2) 3280 === —. 1; 218 
295. Два уравнешя: 1— а п = ре содержать 5 чи- сель и потому позволяють по даннымъ тремь изъ пихъ найти остальных два. Решимь для примбра слёдующую задачу. 
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Задача. По даннымь в, чи п найти ви 4. 
Изь уравненя: 

а4"—а 3= 
9—1 

Е $(а—1) находимь: ф-т, 

п 
посл чего получимь: и 

296. Безконечная геометрическая прогрес- 
е1я. Если рядь чиселъ, `составляющихь прогрессйб, предпо- 

лахается продолженнымь безъ конца, то прогрессйя наз. без- 

конечной. Огносительно такихь прогрессй докажемъ сл%- 

дующя 3 теоремы. 

Теорема 1. Абеолютная величина члепа безкопечной 

геометрической возрастающей прогресеш, по мрБ удалешя 

его оть начала ряда, можеть превзойти какое угодно данное 

чиело (какъ бы велико оно пи было). 
Пусть 4 есть абсолютная величина знаменателя геометри- 

ческой прогресои и а абсолютная величина ея перваго члена; 

тогда абс. величина члеповь прогресаи выразится такъ; 

+ & 44, аФ, аф,... 9"... 

Требуется доказаль, .что, если `@>1, т.-е. если прогреся 
возрастающая, то при неограничениомъ возрастани п члень а4”" 
можеть превзойти какое угодпо данное число А (какъ бы велико 
это число ‘ни было), Для этого возьмемъь сумму первых ® 
членовь данной прогресош; 

21 —4а 

пач. не, 

Такъ какь Ф>1, то каждое слагаемое этой суммы, начиная 
со }торого, больше а, а потому вся сумма болыше числа а, 
повторениато и разъ, т.-е. больше ап; значить 

24"—4 

4—1 
> вм. 

&. Басолом, Алгебра 



— 838 — 

Умноживь об части этого перавенства на положительное 
число 4—1, мы не измфнимъ знака неравенства; поэтому 

а4"—а> (4—1); откуда: ааа а. 
Чтобы число а4” сдЪлалось больше даннаго числа А, доста- 

точно, очевидно, взять й настолько большимъ, чтобы удовле- 
творялось неравенство: 

а(а—и-Ра>А; 

т.-е. взять п настолько большимъ, чтобы 

А—а 
— 
4—1. 

что вполн№ возможно (какъ бы велико ни было число 4), такъ 

какь и мы можемъ сдфлать сколько угодно большимъ. 

Прим$ръ. Пусть а=1, 4=1,2 и А=1000. 

1000—1 999 
———_ 1.0. и>— или и>4955. 1а2—’ 12 08 > 

Значить, можемь ручаться, что во члены, начиная съ 
4995-го, окажутся боле 1000. 

п>. 

Тотда  п> 

Теорема 2. Абеолютнал величина члена безкопечной 

геометрической убывающей прогресеш, по мЪрЪф удалешя его 
отъ начала ряда, можеть едЪлаться меньше какого угодпо даи- 
наго положительнаго чнела (какъ бы мало оно ни было). 

Пусть попрежиему абс. величина членовъ прогресош есть: 

0, 94, 942, а... а4"... 

Требуется доказать, что если 4<1, т.-е. если прогресея убы- 

вающая, то при пеограниченномъ возрастани ® членъ а4” мо- 

жегь сдвлаться меньше какого угодно даннаго положитель- 

наго числа К (какь бы мало ото число ни было). Для ‘доказа- 

тельства возьмемь вспомогательную прогресспо; 

И и в. М 

Ном а" 9 
Эта прогреся возрастающая, такъ какъ ея знаменатель 

т 
есть дробь т которая, при 4<1, больше 1. По доказанному 
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я 1 
вь теорем 1-й, и-й членъ этой прогреси, т.-е. —, при не- 

24" 
отраниченномъ возрастанй пт, можеть сдБлаться болыше какого 

угодно даннаго числа А (какъ бы велико опо ни было), Возь- 

1 
мемъ за А число Е Тогда при достаточно большемъ ® будеть 

имЪть мВсто неравенство: 

1 1 
> откуда: а4” < &. 

Теорема, такимъ образомъ, доказана. 

Теорема 3. Сумма первыхъ п члеповъ безкопечной гео- 

метрической убывающей прогресеш: 

а, аа, а4*, а4?... а", 4"... 
при неограпиченпомь увеличен чпела нхь п приближается 
въ поетояниому чиелу 

а 

1-ч 
такъ, что разпоеть между этимъ постояпнымь чиеломь и суммою 
члеповъ прогресеш дЬлается мепьшо любого дапиаго положи- 

тельпаго чиела (как бы мале опо ни было), 

ДЪйствительно, сумма’ первыхъь и членовъь отой прогресаи 
равна ($ 294): 

4 

1-9 

а 
она равпа постояпному числу Е умепьшенному на 

Ч 
а р 

дробь ыы Но при неотраниченномъ возрасташи п абсолют- 

вая величина числителя этой дроби, по доказанному, дфлается 
меньше какого угодно даппаго положительнаго числа (вакъ бы 

мало оно ни было); и такъ какъ зпамепатель эгой дроби есть 

число постояшное, то, значить, и сама дробь дфлается какъ 
‘угодно малой. 

22* 
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ОпредБлен!е. Если какая-нибудь пере- 
м$нная величина при своемъ изм нен!и 

приближается къ нфкоторой постоянной 

величин такъ, что разность между ними 
дълается (и при дальнфйшемъ изм нен!и 

перем нной остается) какъ угодно малой, 

то эта постоянная величипа наз. предф- 
ломъ перем иной. 

Припявъ это опредзлеше во внимаше, мы можемъь теорему 

3-ю высказать такъ: 
сумма первыхъ п членовъ безкопечной геометрической убы- 

вающей прогресен, при пеограпиченномь увеличеши числа 

ихЪъ п, стремигея къ предЪлу, равпому чаетному отъ дфле- 

я перваго члена этой прогресс и па разность между 1 и зна- 

мепателемъ прогресейт. 

Предьль этоть принято называть суммою членовъ без- 

конечной геометрической убывающей прогрессом (обозначается 

буквою $5). 

ПримЪръ 1. Найти сумму: ан-н-... 

1 
ЗдБеь а=1, 4=5 поэтому з= 

2 

ПримЪръ 2. Пайти сумму: ++»... 

ПримЪръ 3. Опредф лить точную величину 
чистой пер1одической дроби: 0,232328... 

23 
Точная величина отой дроби есть предёль суммы: а 

23 23 
——{- |... воторал, очевидно, представляетъ собою 

+ 10000 + 1000006 "``" Которая, очевидво, пред 
сумму членовь геометрической прогресеш; у нея первый члепь 
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23. а: < з есть пу» а знаменатель== у; потому: 

10 106 

То ке число мы получили бы по правилу, указываемому въ 

ариеметик®. 

Прим ръ 4. Опредълить точную величину 

см шапной пер! одической дроби 0,3545454... 

Точная величина этой дроби есть предвль суммы: 

3, 54 54 54 
10 "1000 100006 1666660 

Слагаемыя этой суммы, начиная со второго, суть члены без- 

конечной геометрической убывающей прогресеш, у которой 

54 1 
первый членъ есть —— и знаменатель —. Поэтом: предзль в 1000 106’ Позтому предь 
суммы равепъ: 

3, м _ 8, 54 3.99454 3400—8454 35—38 
10712 10790 500 990 990 

То ке число мы получили бы по правилу ариеметики. 

ГЛАВА Ш. 

Обишя евойетва логариемовъ. 

297. Предварительное замЪчаве. Если въ равен- 

ств: а=М числа а и $ даны, а число М требуется найти, 

то дЪйстве, потребное для этого, называется, какъ мы 

зпаемъ, возвышен{емъ въ степень: М есть сте- 

день, а-основаше степени, $—2я показатель. Этому дФйствю 

бсоотвфтотвують два обратныя: одно--нахождеве осно- 

завя а по даппымъ степени № и показателю 6 (называется и 3- 

влечен:емъ корня), другое-—нахождеве показателя -в 
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по дапнымъ степени № и основано а (пазывается нахожденемъ 
логариома числа № по оспованпо а). Поставимь вопросъ, 

различны ли эти дзйствя? Вфдь и для умноженшя можно усмо- 
тр%зть два обратпыя дЪйствая: первое—нахождене множимаго 

по данпымъ произведению и множителю, , второв—нахождене 
множителя но даннымь произведошю п мпожимому. Одпако 
дЪйствя эти разсматриваттся пе какь различныя, а какъ одно 

и то же дЬйстве, называемое дБлешемъ. Причина сляня этихь 

двухь обратпыхь дЬйствЙ въ одно заключается вь перем $- 

стительномъ свойствЪ умпожешя, по которому 

произведен1е не м$няется отъ перем$ны мфеть мпожимаго и 

множителя. Въ такомь же положенш паходится и сложеше 

(2-хъ слагаемыхь); этому дФЙйствио также можно указать два 

обратцыя дЬйств:я: одно—вахождеше неизв стнаго числа (1-го 

слагаемаго), къ которому надо прибавить данное число 
(2-е слагаемое), чтобы получить данную сумму; другое—нахо- 
ждеше ноизвЪфстнаго числа (2-го слагаемаго), которое надо 

прибавить къ данпому числу (къ 1-му слагаемому), чтобы полу- 

чить данную сумму. Одпако эти два дЪйствйя разсматриваются, 
какъ одпо, называемое вычиташемъ, велЪдетве того, что сло- 
жен!е обладаеть перемфстительнымь свойствомъ, 

по которому сумма не зависить оть порядка слагаемыхъ. 

Если бы это свойство принадлежало также и возвышенпо въ сте- 

пень, то тогда и два указанпыя выше обратныя дЪйствя соста- 

вляли бы въ сущпости одно. Но возвышеше въ степень не обла- 
даеть свойствомъ перемЪстительностн; ‘напр., 23 не равпо 33, 
41 не равно 1*, 10? не равно 21, и т. д. ВелЪдетве этого нахо- 

эждене основанйя по даннымъ показателю и степени (извлечен!е 

корня) существепио отличается оть нахожден!я показателя по 
дапнымь основанно и степени (нахожден!е логариема). 
Замфтимь, что нослфднее дЪйстве въ эломентарной алгебр 

подробно пе разсмалривается; указываются главнымь образомъ 
его практичесыя примфненя. 

293. ОпредБлен!е логариема. Логарпомомъ числа 
М по осповапио а называется показатель етепени, въ которую 

наде возвыенть осдоване @, чтобы, получить чиело М. 
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Такъ, если имфемъ раве) ю а*=М, то можно сказать, что $ 

есть лотариомь числа М ‘по оспованно а; это можно выразить 

также такимъ обозначешемъ: 

=Тюв М или 2=106 М, 

тдь знаки Тоби 108 сокращеппо обозпачають слово «лотариемь». 

Иногда, для обозначешя того, по какому основанйо берется лога 

риемь, внизу отихь зпаковъ ставять букву или число, означаю- 

щее основан!е; напр., равенство Тов, М==х озпачаеть, что лога- 

риемъ числа М по оспованию а есть х. 

ПримЪры. 

1°. Возьмемъ за основаше число 4; тогда: 

4? поэтому То 16=2; 

43 =. 

41 

ы 
42 

2°. Воли за основаше возьмемъ число 10, 10: 

101=10; оэтому Тю 10=1; 

102=100; > Тюв 100=2; 

103=1000; › Тов 1000=8; 

10-=Т=ол: > Тов, 0л=Ь—1; 5 

——1 001: 
10 =т=0,01; 

3°. 108 4096=4, похому что 81=4096.' 
1 

4°. 08 = потому что 642= 64=8. 

у Тов 0,01=—2 ит. и 

299 Нъкоторыя свойства логариемовъ. Осно- 

ване а логариемовъь мы будемъ всегда предполахать числомь 

положительнымъ, не равнымъ 11). КромБ того, 

$) Если @=1, то выражеше а” не можеть даль никакого числа, кром 1. 
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условимея еще въ слЪдующемь. Вели < есть дробь, то степень 
а” представляеть собою корень, котораго показатель равенъ 
знаменателю дроби. Корни, какъ мы видфли ($ 246), имють 

иЪфеколько значенй, изъ которыхь только одно—ариеметиче- 
ское. Условимся, говоря о лотариемахъ, придавать стенепямь 
сь дробными показателями только ариеметическое 
значене; при этомъ условит степень а” обладаеть многими зам$- 

чательными свойствами. Указжемь тв изъ нихъ, которыми памъ 
придется пользоваться внослфдети. При этомъ’ для простоты 
мы отраничимся тВмъ случаемъ, когда основап1е а лога- 
риемовъ больше 1. 

1. Веякое положительное чиело иметь логариомъ (еоизмЪ- 

рамый или несопзм$римый) п притомъ еципотвенный. 

Отрапичимся разъяспешемь, что для всякаго положительнато 
числа М, если оно не имветъ точпаго соизмёримаго лота- 
риема, можно найти два приближенныя соизм $ ри- 
мыя значен{я логариома сь какою угодно степенью 

1 г : 
точности и) т.е. что можно найти двз такя ариеметическля 

& К 
дроби Ра ен, при которыхъ (если а>>1) имфеть мфето двойное 

неравенство: 
ее ® 

@“<М«<а". 

Обозначивь черезь и какое-пибудь большое цфлое число 

(напр., 1000), вообразимъ два пеограниченныхь ряда чиселъ: 

- Фи - и. 
==], в", в", @",... в *,... (1) 

4: 4 3 ^ #1 
г а М в” Е. А уж (2) 

Каждый изъ отихъ рядовь представляеть собою безкопечную 

геометрическую прогресспо; въ первой прогресёи знаменатель 
1 1 

есть 4”, во второй а”. Такь какъ, согласно предположеню, 
„_» 1 

&>1, то иуа>УТ, т.е. @>1; поэтому прогресея (1) еоть 
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1 1 
возрастающая. Н/’если «”> 1, то тар т.е. а *«1; значить, 

@ 

прогресс1я (2) есть убывающая. По мфрЪ удален1я отъ начала 

ряда ($ 296) члены прогресейи (1), увеличиваясь, начиная отъ,1, 

могуть сдълаться больше всякаго даниаго числа, а члены про- 
тресейи (2), уменьшаясь, начиная оть 1, могуть сдфлаться меньше 

всякато даннато положительнаго числа. Изь этого слФдуеть, 
что какъ бы велико или какъ бы мало пи было положительное 
число М, мы всегда встр$тимь вь нашихъ прогрессяхь (въ пер- 

вой, если М1, и во второй, если №<1), или членъ, который въ 

точности равняется числу №, или же два рядомъ стоящихъ члена, 
между которыми заключается №. Пусть окажется, что нЪкоторый 

® 

членъ прогрессш, папр., а", будеть въ точпости равепь числу №; 
® 

тогда дробь = будеть точнымъ логариемомъ числа 

№. Если же отого пе случится, то каве-нибудь два рядомь 
® +1 

стоящихь члена, папр., @ и а” будуть удовлетворять 
двойному перавенству: 

В А 
"<М№«а* 

2 РНЕ ® и 
(ели М«, 10 а #>М>а ”) тогда числа „и 

® К-т 
(илн—- и———)} будуть приближенцыми соизмфримыми 

% % 

ы 1 
вначен1ями То М сь точностью до 5 

Копечно, вычислен!е членовь указанныхь протрессей съ 
цфлью дЪйствительнаго пахожденя приближеннаго логариема, 
даннаго числа № было бы крайне затруднительно; на практик 

логариомы вычисляются несравнепно боле простыми пр1емами, 
указываемыми въ высшей математикВ. 

Если а <1, то можно повторить все сказанное съ тою только разницею, 
что тогда, прогрессйя (1) будегъ убывающая, а прогрессйя (2) возрастающая, 

и, саъд., если М> 1, то подходящая къ М числа найдутся во второй про- 
требош, з если № < 1, то въ первой. 
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Вполнф аналогично тому, какъ это быхо сдвлано нами раньше ($ 204) 
т 

ля показалйя существовашя несоизмфримаго У 4, мы можемь и здфоь 
разъяснить (пользуясь для наглядности числовой прямой), что существуетъ, 
нфкоторое неизмримое число а, которое больше веякаго соизмфримаго 

& и ® 
числа, вида „ и меньше всякаго соизмёримаго числа вида, и, если „и 

&--1 
в" приближенных соизмёримыя значешя 109 № съ точностью до 

1 а 
гы Тогда, степень &_, согласно опредфлению несоизмёримыхь показателей 

($ 284), предотавляеть собою такое число, которое (если 4>>1) больше 
й [2 

всякой степени вида а” и меньше всякой степени вида а*; во такое 
число, согласно опредфленио приближенныхь значешй 109 М, есть М; 

значить, 4=М, т.-е, 109 М==а, 

1. Бдлышому логариому соотвЪтствуегь бёльшее чиело. 
Дьйствительно, при а2>1 прогресайя (1) есть возрасталощая, & 

прогресся (2) убывающая; изъ первой видно, что съ увеличешемь 

показателя при @ члены возрастають, а изъ второй—что съ 
‘уменьшешемь показателя 1) члены убывають. 

ПТ. Логариомы чиселъ, большихь едипицы, положительны, 
а логариомы чисель, меньшихъ одиницы, отрицательны. 

Дьйствительно, при а_>1 чнело № надо искать въ прогресей (1), 

когда оно больше 1, и въ прогресеи (3), когда оно мепьше 1; 

но показатели вь первой прогресс!и вс положительные, а во 
второй всё отрицательные; значить, когда №>1, логариемь 
этого числа, долженъ быть положительный, а когда №<\, то лога- 
риемь его окажется отрицательнымъ. 

ТУ. При увеличен логариема отъ 0 до --с0 чиела возрастаютъ 

отъ 1 до --09, а при уменьшеши логарнома отъ 0 до —с0 чиела 

уменьшаютея отъ 1 до 0. 
Дъйствительно, при а>1 изъ возрастающей прогресёи (1) 

видно, что когда, показатели (логариомы), оставаясь положитель- 
ными, возрастають оть 0 безпредьльно (оть 0 до --09), числа, 

оставаясь положительными, возрастають оть 1 безпредёльно 
(оть 1 до --05); изъ убывающей прогресейи (2) видно, что когда 

1) Вспомнимъ, что отрицательныя числа считаются тёмъ меньше, чБитъ 

збсолютная величина ихъ больше. 
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показатели, оставалеь отрицательными, уменьшаются оть 0 
безпредвльно (отъ 0 до —©0), числа, оставаясь положительными, 

‘уменьшаются отъ 1 и могуть быть сдфланы менЪе всякаго даннаго, 
положительнаго числа (уменьшаются отъ 1 до 0). Это свойство 

лотариомовь можно выразить такими условными равепствами: 

+ =-роо, а *=0, 
или Тов (00) =-00, №юв0=—00. 

зЗамЪчан1е. При а < 1 свойства П, ИГи ТУ будуть обралны указан- 
нымъ, а именно: большему логариему соотвЪтствуеть меньшее число; 

логариемы чиселъ, большихъ единицы, страцательны, а меньшихъ еди- 
ницы положительны; 

при увелизен и логариема отъ 0 до -|- со числа убывають оть 1 до 0, 
а при уменьшени логариема отъ 0 до — со числа возрастаютъ оть 1 до -- со. 

У. Отрицательгыл чнела пе имЪютъ логариомовъ. 
Вь самомъ дфлЬ, изь предыдущаго свойства логариемовъ 

видпо, что при измфнеши логариема оть —©9 до --09 числа 

измфнлются оть 0 до --09; но между —©0 и --09 заключаются, 
очевидио, всевозможные логариемы, тогда какъ между 0 и --со 
содержатся числа только положительныя. Значитъ, нфть такого 
лотариема, которому соотвфтствовало бы какос-нибудь отрица- 
тельпое число (вспомнимъ, что основашШе а мы всегда предпола- 
таемъ числомъ положительным). 

УГ. Логарномъ самого основашя равенъ 1, а логарпомъ еди- 
ницы есть 0. 

Это видпо изь равенствъ: а1=а и а=1, 

откуда: Тов, а=1, 6 1=0'). 

300. Логариемъ произведен1я, частнаго, ете- 
пени и корня. Логариемы произведения, частнаго, стецени 

и корня паходятся на основаши сл$дующихъ 4-хъ теоремъ, 

Теорема 1. Логариомъ проязпеден!я равенъ вумм лога- 

рнемовъ еомпожителой. 

1) Мы приняли безъ доказательства, что а’=1, основываясь на, значени 
нулевого показателя, приданномъ ему условво въ стать о дЬлени одина- 
ковыхъ степеней одного и того же числа ($ 68). Но выражеше а’ можно 
разематриваль въ другомъ значенш, а именно, какъ пред лъ, къ ко- 
торому стремится степень 4° помфрв приближен!яя 
къ 0. Вь творя предьлозъ доказывается, что этоть предъль равенъ 1. 
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Док. Пусть М, М,, №», будуть кашя-нибудь числа, имБющия 
соотвЪфтственно логариемы: 2, 21, ®з по одному и тому же осно- 
занйо а. По опредЪленио логарнема можемъ положить: 

М№М=а, М =“, — М=0. 

Перемпоживь эти равепства, получимъ: 
ММ, М = а, 

откуда: Тов (ММ, М») ео то; 
но = №, ч.=Т06 М, @2=Тю8 М; 
поэтому Тоб (ММ, №) =Тов М-+105 М,-Тюов М,. 

Очевидно, это разсуждеве вполпф примфнимо къ какому 
угодно числу сомножителей. 

Теорема 2. Логариомъ дроби равешъ логариому чиели- 
теля `безь логарпема знаменателя (другими словами: логариемъ 
частнаго равенъ логариому дЪлимаго безъ логариема дЪлителя). 

Док. Раздьливъ почленио два равенства; 

№М=а, М=оа“ 

получимъ: и = т Е 
М а : 

М 
откуда: То 21105 М —6М:. 

1 

Отсюда видно, что логариемь правильной дроби, т.-е. 
такой, у которой числитель меньше знамепителя, есть число 
отрицательное, 

Вь частности: тов Тю81 — ГовМ№М==0 — №ю5№ Той М. 

„Теорема 8. Логарпомъ отепони равенъ логариому воз- 
вышаемаго числа, умноженному на показателя отепепи. 
Док. Если возвысимь 06% части равелства №М==а” въ п-ую 

степепь, то каково бы ни было число п (цфлое или дробное, 
положительное или отрицательное), всегда: 

№=—(а”) 

откуда: Тюб № =ди==( Шо М). 

Ш е® =", 
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Теорема 4. Логариемъ корня равень логариему под- 

коренного чиела, дфленному на показателя корня. 

Эту теорему можно разсматривать, какь слФдетв!е предыду- 

щей. Дзйствительно: 

" а 1 15м ву (овн). = ы : 

801. Логариомироване алгебраическаго вы- 

ражен!я. Логарнемировать данное алгебранческое выраже- 

пю значить выразить логарномъ его поередетвомъ логарио- 
мовъ отдфльныхь чиселъ, составляющихь выражено. Это 
можно сдфлать, пользуясь теоремами предыдущаго параграфа. 
Пусть, иапр., требуется логариемировать слВдующее выражеше, 
которое обозначимь одною буквой №: 

3 

зы ву» 
а", 

4т/у 

ЗамЪтивь, что это выражене предетавляеть собою дробь, 

пишемъ на основани теоремы 2-й; 

те 6, 
ТюёМ лю 5/2) тов(атя/ 3) : 

Затмъ, примфияя тебрему 1-ю, получимь: 
—— $ 

ТГовМ=То83 -- Шова?-- 18 Уз: — 1054—1051 — №05 У 

и далфе, по теоремВ 8-ей и 4-Й: 
1 3 1 Тов М=1063--2Това-| ив (ьИ 1064 —ЗТюбт— Пову= 

63-2 юва-- 5 (гово уова) 1064—8 Тат — Мову= 

=1083-- 2 105 а во Тюва— 1064—3108 ®— Тюбу. 

Замфтимь, что логариемировать можно только тая выра- 
зжешя, которыя представляють собою произведене, частное, 
стенепь или корець, но ие вумму и не разноеть. Поэтому, когда 
зкелають лотариомпровать сумму или разиость, то, если воз 
можно, предварительно приводять ихъ къ виду, удобному 
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для логариемирован{я, напр., преобразуя ихь въ 

произведеше; такъ: 

Тов(а^— 6) =Тюв[(а-Н5)(а—5)==Тов(а--5)-НТюв(а—5); 

Тов(а?--2а--1-— 5) -=Това-т-ь] = ов(а-а На--1-—5)]= 
=Тов(а--1-5)-НШв(а-Н1-—5). 

. УмВя лотариемировать алгебраичесвл выраженя, мы можемъ, 

обратно, по данному результату логариемирова- 
н1я найти выражен!е х, которое при лотариемировани 
дало ототь розульшать; тажь, если ве 

‘Боба=Ьва-Н№55—3 Тов — Тоба, 

то на основаши тёхь же теоремъ пе трудно пайти, что искомое 
выражеше будеть 

[7] 

вуа 

802. Система логариемовтЪ. Системою логариомовъ 
наз. совокупность логариомовъ, вычислениыхъ по одному и тому 
же осповапшю, для воЪхь чисель натуральнаго ряда, начиная 

съ Ти кончая какимъ-нибудь большимь чиеломъ. Употреби- 

тельпы дв системы: система патуральныхь ло- 
тариемовъ и система деслтичныхь лога- 
риемовъ. Вь первой, по н®которымь причинамь (которыя 
уяспяются только въ высшей математикЪ) за оспованле взято 

несоизмвримое число 2,718281828... (обозначаемое обыкновенно 

буквою е); во второй за основаше принято число 10. Логарпемы 

первой системы обладають многими теоретическими достоии- 
отвами; логариомы второй системы, пазываемые иначе обы к- 
новоппы ми, весьма удобиы для практическихь дфлей *). 

1) Палуральные логариемы называются также Неперовыми по 
имени изобрЪтателя логариемовъ, шотлачдскаго математика Непера (1550— 
1617), в десятичные логариемы-—Бригговыми, но имени профессер& 

Бригга (современника и друга Непера), впервые составившаго таблицы 
этихъ логариомовъ. Должно однако замфтить, что Неперовы логариемы 
ве тождественны натуральнымъ, & только связаны съ ними нъкоторымъ 

соотношешемъ. Впервые пватуральные логариемы были введены послв 

оморти Непера, въ 1619 г., учителемъ математики въ Лондон, Джономъ 
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803. Переходь отъ одной системы логариемовъ къ 
другой. Имя хлогариемы чисель, вычисленные по одному какому- 
нибудь основанйо @, мы легко можемъ найти логариемы, вычисленные 
по новому основанио $. Пусть № какое-нибудь число и 

Тов М==х, ГовьМ==у, 
т.о. №=ат и М=Ы, 
откуда: ат. 

Логариемируемъ это равенство по основанйо &: 

1 
2=у Товов, откуда: у * Тов» 5` 

Такимъ образомъ, чтобы получить новый логариемъ, достаточно преж- 
нЙ логариомъ умножить на число, равное 1, дВленной на логарнемъ 
новаго основан! я, взятый по старому основан! ю; такое 
число наз модулемъ новой системы относительно старой. Для пере- 
хода отъ десятичныхъ логариемовъ къ натуральнымъ модуль оказывается 

2,3025851.., а лля обратнаго перехода отъь натуральныхъ логариомовъ 
къ досятичнымь модуль есть 0,4342945 .. 

804. Значен!е логариемическихъ таблицъ. 

Имя таблицы, въ которыхь помфщены логариемы цфлыхь 

чиселъ по одному и тому же осповашио, отъ 1 до какого-нибудь 
большого числа, мы можемъ производить надъ числами дЪйств1я 

умпожешя, двлешя, возвышен1я въ степень и извлечешя корня 

проще, чёмь обыкновепнымь путемъ. Предположимъ, напри- 
3 

мВръ, что надо вычислить У АВС, гдЪ А, Ви С суть данныя 
цфлыял числа ВыЪото того,’чтобы производить умпожеше и за- 

тЬмь извлечеше кубичнаго корня, мы можемъ, пользуясь та- 
3 

блицами логариемовь, найти сначала 108 УАВС, осповываясь 

на разложеши: 
Жди, 

Тов/ АВб=у ТювА +ТювВ-НТовО). 

Найдя въ таблицахь отдЬльно 1 А, 108 Ви Го С, сложивъ 

Спейделемъ. Въ слёдующемъ, 1620 году, швейцарець Бюрги опубли- 
ковалъ свои таблицы, составленныя имъ независимо оть Непера. 

Замфтимь, что въ 1914 году исполнилось трехсотльт!е изо- 

брътевя логарьемовъ, такъ какъ таблицы Непера были имъ опубли- 

кованы въ 1614 гозу (подъ назвашеме: „Мис! 1обатИбтомий садотз 
ЧезсрИо“). 
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ихь и раздвливъ сумму на 3, получимь №8 У АВС. По этому 

лотариему, пользуясь тБми же таблицами, можемъ найти соот- 
вътотвующее число, точное или приближенное. 

Такимъ образомъ, руководствуясь изложенными выше теоре- 

мами о лотариемв произведешял, частнаго, степени и корня, 
мы можемъ, помощью логариемическихь таблиць, свести умно- 
зкеше на сложеше, дВлеше на вычилане, возвышеве въ сте- 

цепь па, умпожеше и извлечеше корня на дЪлеше. 

На практик употребительны таблицы десятичпыхь логарие- 

мовъ; мы ихъ будемъ обозпачать знакомъ №05, не прославляя 

внизу этого знака основаше 10: оно будеть подразум ваться. 

Чтобы понять устройство н употреблеше этихь таблиць, 

предварительно разсмотримь нфьоторыя свойства деслтичныхь 

логариемовъ. 

ГЛАВА ТУ. 

Свойетва десятичныхъ логариемовъ. 

305. Эти свойства мы выразимъ слЪдующими 5-ю теоремами. 

Теорема 1. Логариомъ цфлаго числа, изображаемаго еди- 

инцею съ одиимь или еъ иЪфеколькими нулями, ееть цЪлое 

число, заключающее столько единицъ, сколько нулей въ чиелв. 
Док. Такъ какь 10%=10, 10*=100,‹103=1000, 10*=10000... 

т пулей р 
и вообще 10" =10...00, 

то То 10=1, 108 100=2, №0 1000=3, 10510000 =4 
зп нулей 

и вообще Тов 100...00 =т. 

Теорема 2. Логарвомь цфлаго числа, не изображаемаго 

единицею еъ пулями, не можеть быть выраженъ точно ци цф- 

лышмь чиесломъ, пи дробнымъ. 
Док. Пусть М есть такое цфлое число, которое не выражается 

1-0ю съ нулями, и допустимь, что 105 М въ точности равняется 
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какому-нибудь соизмфримому числу, напр., дроби е › риа 

цфлыя числа. Въ такомь случаВ 

2 21 
10'=М№; сл$д., («) =М№, т.-е. 102=№, 

Но такое равенство невозможно, потому что число 10? раз- 
латается только па мпожителей 2 и 5, повторенныхь р разъ, 
а число № пе можеть дать такого разложешя (потому что 
№ не есть 1 съ пулями); поэтому невозможно допущене, что 
Тоё М выражается точно. 

_ Характеристика и мантисса. Лотариемь цфлаго 
числа, которое пе есть 1 съ нулями, при помощи соизм5римыхь 
чисель можегь быть выраженъ только приближенио. 
Обыкповенио выражаютъ его въ видф десятичной дроби съ 5 или 7 

десятичными знаками. Цфлое число логариема паз. его харак- 
теристикой, а дробная десятичная часть—-мантиссой. 

Теорема 3. Характернетика логариома цЪлаго числа или 

цфлаго чнела еъ дробью еодержитъ етолько еднницъ, сколько 

въ цЪлой чаети числа находитея цыфръ безъ одной. 

Док. Пусть, вапр., имЪемь число 5683,7. 

Такъ канъ 10000>>5683,7>1000, 
то То5 10000> То 5688,7> №5 1000, 
т.-е. 4>Тюй 5683,7>3; 
значить: Тюв 5683,7 =8--полож. правильн. дробь, 

ль: характеристика 105 5683,1 =3. 

Пусть вообще число № вь цБлой своей части содержить т 

цыфрь; тогда 
10">М>10"—, 

слёд., Тов 10*>Тюб М>Тюв 10”; 
откуда: т>Шв М>т—1; 
значить: Тюё М=(т—1)-Еполож. прав. дробь, 

т.е. характ. Ш М=т—1. 

ПримЪры. 1) характ. 105 7,3=0; 2) характер. 
106 281=1;'3) характ. 106 4569372 =6, ит. п 

А. Киселевь Адгобра. 
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306. Преобразован:е отрицательнаго лога- 

риема. Прежде, чЬмь излагаль теоремы 40 и 5-ю, едБ- 

лаемь слЪдующее разъяспеше. Мы видфли ($ 300, теор. 2), 

что логарвемь правильной дроби есть число отриц атель- 

пое; значить, оть состоить изъ отрицательной характеристики 

и отрицательной маптиссы (папр., —2,.08734). Отрицательный 

логарномъ веегда можно преобразовать такъ ‚что у пего маптисеа 

будегъ положительной, а отрицательной останется только одиа 

характеристика. Для этого достаточно прибавить къ его мантиссв 

положительную единицу, а къ характеристик® отрицательную 

(оть чего, конечно, величипа лотариома по измЪнится). Если, 

наир., мы пмБемь отрицательный логариемъ —2,08734, то 

можно написать: 

2.08734 =—2-4 -1—0,08734 =—(2--1)-(4—0,08734)= 
=—3-0,91266 

—1+1 

или сокращепио: —2,08734=—2,05784=3,91266 2). 

Для указашл того, что у логарнома отрицательна только 

одна характеристика, ставять падъ пей мипусь; такъ, 

выЪсто того, чобы паписаль: —8--0,91266, пишуть короче: 

3,91266. 

Очевидно, что при такомъ преобразованш абсолютная 

величина характеристики увеличивается 

на 1, а вы сто данной маптиесы берется 

ея дополнен{е до 1 (т.-е. такое число, которое полу- 

чается оть вычиташя данной маптиссы изъ 1). Эго дополнеше 

получится, если послфднюю значашую цыфру данной мантиссы 

вычтемь изь 10, а всВ остальшыя изъ 9. Замфтивь это, можемъ 

прямо писать: 

2,56248=3,43752, 0,00830=1,99170, пт. и. 

На практик логарномы чесель, менышихь 1, всегда предста- 

вляють такъ, чтобы у пихь маптиссы были полозжительны. 

Обратно, вельй логарномъ ©ъ отрицательной характери- 

етикой и пололунтельной мантессой можно превратить въ отри- 

2) Такое число произносять тазь: 3 съ минусомъ, 91266 стоты- 

СЯчНыХхЪ. 
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цательный. Для этого достаточно къ положительной мантисев 
приложить отрицательную едипицу, а къ отрицательной харак- 
теристикВ положительную; такъ, очевидпо, можно паписать: 

7,83026 7--0,83026 71-1—1-+0,83026=(—7-1) 
—1—0,83026)=—6—0,16974 —6,16974 

+ 
или сокращепио: 7.83096 =17,83026=—6,16974 1). 

Очевидпо, что при такомъ преобразоваши` абсолютная 
величина характеристики уменьшается 
на 1 авмф$ сто данной мантиссы берется 
ся дополнен!е 1. Замфливъ это, можемъ прямо писать: 

3,57401 =—2,42599; 1,70830=—0,29170; пт. п. 

807. Теорема 4. 0ть умпожешя пли дфлешя чиела 
па 10” (п цфлое чнело) положительная маптиеса логарнома 
остается безъ измфиешя, а характеристика увеличиваетел или 
уменьшаетея из й единицъ. 

Док. Такъь кавъ 

м Тов (М. 10") =Тюв М--Тов 10", Тов №М—Тоё 10" 

и Тод 10*=п, 

М то Тов (М . 10") =1ю8 М-п, ес Тю М—п. 

Такъ какъ п сеть пфлое число, то прибавлеше п пе измфняеть 
маптиссы, а только увеличиваеть характеристику на я едвпиць; 
съ другой сторопы, если условимся въ томъ случаЪ, когда нужно 

2) Замъчан!е для памяти. Для выподнен!:я преобразований, ука- 
занныхъ въ двухъ посльдпихь параграфахь, приходится прыбавзять +1 
и-—1 одно изъ этихъ чисель къ характеристик, а другое къ мантисс®. 
Чтобы пе ошибиться, къ чему прибавить +1 и кь чему — 1, полезно 
всегда обращагь внимаше па мантиссу заданнаго логариоча и разеу- 
зкавль такь: пусть въ заданномь зогариомв мантисса отрицательна, а 
надо ее сдвлать положигельной; тогда къ ней, конечно, слфдуеть пр :ба- 
вить -+- 1, а потому къ характеристикВ надо прибавить — 1; пусть въ за- 
данномъ логарномВ мантиеса будеть положительна, а надо ее сдфлать 
отрицательной (весь логариомъ долженъ быть отрицательный); тогда къ 
ней слёдуеть добавить — 1, а сяздовательно, къ характеристикв -- 1, 

23* 
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оть логариома очнять пфлое число, отпимать его оть характе- 
ристики, оставлял майинссу всегда положительной, 
то вычитала п также пе измёияеть маптиесы, а только умень- 
шаегь характеристику на ® едипиць. 

Слфдетвя. 1) Положительная маитисеа логариома деея- 
тичнаго чиела пе измЪфпяехся отъ перенесешя въ чиелЪ за- 

пятой, потому что перенесеше запятой равносильшо умпожвенио 
или дфленио на цфлую степень 10-ти. Такамь образомъ, лога- 

риемы чисель: 
о 

0,00423, 0,0423, 0,428, 4,23, 42,3, 428 

отличатся только характеристиками, но ие мантиссами, при 
услови, что маптиссы положжитольны. 

2) Мантневы чиселъ, имющихь одну и ту же зпачащую 

чаеть, по отличающихел только пулями па коицф, одинаковы; 
такъ, логариомы чисель: 23, 230, 2300, 23000 отличаются только 

характеристиьами. 

Теорема 5. 1) Когда десятичная дробь выражается 1-ею 

еь предшествующими пулями (0,1; 0,01; 0,001; и т. д.), то ло- 

гариомъ ел равенъ цЪлому отрицательному числу, содержащему 
етолько отрицательныхь единиць, сколько есть пулей въ изоб- 
ражоши десятичной дроби, ечитая въ томъ чиелЪ и 0 цфлыхь. 

2) Логариемъ всякой другой правильной десятичной дроби, 

‚еели его маитнееа едфлана положнтельной, содержить въ ха- 
-рактериетик% столько отрицательныхь едипиць, еколько ееть 
пулей въ изображеши деелтичиой дроби передъ первой зна- 

чащей цыфрой, считая въ томъ числ и 0 цфлыхъ. 

Доказательство. 1) Такь какь 

1 Е 1 
О=—==10-\, 0,01=——=10-*, 0,001= НЕО 

10 100 1000 
т вудой 

и вообще 0,00...01,= 

т вулой 

то 105 0,1==—1, 1050,01=—-2, 1050.001=—3.,... 
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т пулей 
и вообще Тов 0,00... 1 =—т. 

® пул 
—_ 2) Пусть пыземь деслтичную дробь А=0,00...008..., У во- торой передь первой значащей цыфрой стоять т нулей, считая въ томъ числ и 0 цфлыхь (а, В... суть кавыя-пибудь значапил цыфры). Тотда очевидно, что 

т—1 нулей за пулей ” пулей го же не 
0,00...01>>0,00...аВ>> 0,00...0т. 

1—1 пулей т пулей ты —=—_ ОлВд.: Тов 0,00...01> 105 А>Тю5 0,00...01. 
Откуда: —®— >>; 

значить: ТюёА=—т- полок. правильн. дробь, 
т=. характ. 105А=—т Апри полозк. мантисс3). 
ПримЪры. 1) ха факт. 105.0,25=—1; 2) характ. Тов 0,0000487 =—5; ит. п. 

308. ЗамБчан1е. Изь изложенныхь теоремъ слёдуеть, что характеристику логариема цфлаго числа и десятичной дроби мы можемъ паходить безь помощи таблиць; вол детв1е этого въ логариомическихь таблицахь помфщаются только одн® малтиесы; кром того, такъ какъ нахождеше лотариомовъ 
дробей сводится къ пахождеппо логариомовъ пфлыхь, чисель (лотариемь дроби =логариему числителя безъ логариема зна- 
мепателя), то въ таблицахь по м щаются ман- тиссы логариемовъ только цфлыхьъ чисель. 

ГЛАВА У. 

Устройетво и употребление таблицъ. 
309. Устройство таблицъ. Опншемь вкратц® устрой- 

тво и употреблен1е пятизначныхь таблиць, изданныхь Пр ж е- зальскимъ. Эти таблицы содержать мантиссы лотариомовъ 
зсЪхь цфлыхь чисель оть 1 до 10009, вычисленныя съ 5 деся- гичными знаками, при чемь посльдийЙ изъ этихь знаковъ 
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увеличенъ па 1 во возхь тВхъ случаяхъ, когда 6-й десятичный 

зпакь долженъ бы оказаться 5 пли болЪе 5; слд., пятизначныя 

таблицы даютъ приближенныя мантиевы съ точностью до $ ето- 

тысачной доли (съ недостаткомъ или сь избыткомъ *). 

На первой страницВ помфщепы числа оть 1 до 100 въ отолб- 

цахь сь надписью № (пашеги $ — число). Противъ каждаго 

числа, въ столбцахь съ надшисыю 105., находятся маитиссы, 

вычисленныя съ 5 десятичными знаками. 

Сльдующя страпицы устроены иначе. Въ первомъ столбщъ, 

подь рубрикою №, помБщены числа оть 100 до 1000, а рядомъ 

съ пими въ столбц, падь которымъ стонть цыфра 0, находятся 

соотвётствующя мантиссы: первыя двз цыфры маптиссъ, обийя 

иЪсколькимъ лотарпомамьъ, написаны только разъ, а остальныя 
три цыфры помзщены рядомь съ числомъ, паходящимся въ 
столбцё М. Эти же мантиссы принадлежать числамъ, которыя 

получатся, если къ числамъ, стоящимъ подъ рубрикою №, при- 
писать справа 0. Такъ, маптисса логар. 5690 будетъ та же, что 

и у числа 569, т.-е. 75511 (страп. 17). Слфдуюцщие столбцы съ 

надписями надь пими 1, 2, 3, 4, 5,.6, 7, Зи 9, служать для нахо- 
экдешя логариемовъ четырехзпачныхь чиселъ (и пятизпачныхь 

‘до 10009), оканчивающихся на эти зпачания цыфры, при чемъ 

первыя три цыфры каждаго изъ отихъ чисель помфщепы въ 

столбцз М, а послфднюю надо искать наверху, въ ряду цыфръ 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 1, 8, н 9. Напр., чтобы найти мантиссу логариема 

числа 5673, надо отыскать въ столбцз М число 567 (страп. 17) и 

наверху цыфру 3; въ пересфчеши горизонтальной лини, идущей 

оть 567, съ вертикальной лишей, онущеппой отъ цыфры 3, пахо- 

дятся три посл дн] я цыфры маптлесы (381), первыя же 

1) Въ ифкотрыхъ таблицахъ (напр. „Чихановъ--Таблицы пяти- 
значныхъ логарномовъ“) мантиссы, взятыя съ избыткомъ, отм 
чены черточкой, поставленной подъ послфдней цыфрой мантиссы 

Для рьшешя большинства практич скихъ задачъ вполнЪ достаточно 
пользовался четы рехзначными таблицами (напр., таблицами, соста- 

вленными В. И. Лорченко и Н. В. Оглоблинымъ, Кевъ, 1910 г.). 
Въ случаяхъ, требующихъ очень большой точности, пользуются иногда 
семизначными таблицами (напр. Логариемически-триго- 

номстрическое руководство барона Георга Вега). Спо- 
©0бъ пользованя такими таблицами объясненъ во введеши къ таблицамь. 
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ея цыфры падо искать въ столбцЪ подъ цыфрою 0, на одной гори- 

зонтальной лиши, или выше; такъ, для числа 5673 первыя дв® 

цыфры мантиссы будуть 75, а послфдшя 381, такъ что всЪ 5 зна- 

ковъ будуть 75381. Еели передь послёдними тремя цыфрами 

мантиссы стоить въ таблицахь звЪфздочка, то это значить, что 
первыя двз цыфры падо брать ниже горизоптальной лини, 

на которой расположены посл дя цыфры маптиссы. Такь, для 

числа 5758 мантисса, будегь 76027 (стран. 17). 

310. По данному десятичному числу найти 

логариемъ. Характеристику логарнема цзлато числа или 

десятичной дроби мы выставляемь пепосредственио, руковод- 
ствуясь указанными пами свойствами десятичныхъ логарпемовъ. 

При пахождеши мангиссы мы примемъ во внимане, что 

положеше запятой въ десятичцомъ числ, а также и число 

пулей па копцВ цфлаго числа, пе оказываютъ вллял на ман- 

тиссу ($ 307, слВдетв!я); поэтому мы можемъ отбросить запя- 

тую въ десятичной дроби и въ цвломь числ зачеркнуть всё 

нули, если они есть на копцВ числа. Тогда могуть предота- 

виться слдующие 2 случая. 

19. Ц лое число пе превосходить 10009. Тогда 

мантисса паходплея прямо изъ таблиць. Приведемъ ‘при- 
мры: 

Тоё 82=1,91881; Го 0.082=8,91381 (стран.`1); 
Тов 2560 —8,40824; 108 256000=5,40824 (стран. 7); 
106 7416=3,87017; Тю 7416=1,87017 (стран. 23). 

Въ этомь случаф найденная мантисса будеть точна до : 
стотыслчной доли. 

2, ЦВлое число превосходить 10009. Тогда 
мантисса паходится на основан слфдующей истины, которую 
мы примемь безъ доказательства: 

если числа болфе 1000, и разности между 

ними не превосходять 1, то безъ чувстви- 
тельной ошибки можно принять, что раз- 
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ности между числами пропорцаональны 

разностямъ между нхъ логарпемами'). 

Припявь это, положимь, что требуется найти логариомъ 

числа 74,2354, которое, по отбрасыванш запятой, даеть цфлое 

число, первосходящее 10009. 

Перенесемь въ пемъ запятую па столько зиаковъ, чтобы въ 

цзлой части образовалось наибольшее число, какое только 

можно найти въ таблицахъ; въ пашемь примзрф для отого 

достаточно перепести запятую вправо на два зпака. Теперь 

будемь искать 

Тов 17428,54=2 

Выписываемь изъ таблиць (стр. 28) маптиссу логариема, 

числа 7423 и паходимъ такь пазываемую табличиую 

разность, т.-е. разность между взятой маптиссой и слфдую- 
шей ббльшей (соотв$тотвующей числу 7424). Для этого вычи- 
таемъ (въ ум) изъ 064 (изъ трехъ послЪдиихъ цыфръ маптиевы 

числа 7424) число 058 (три послфдшя цыфры мантиссы числа 

7423); находимъ 6 (стотысячи.). Зпачить: 

105 7428 =8,87058; 

Тов 7424=3,87058-6 (стотыс.). 

Обозначимъ буквою А то неизвЪстпое число стотысячныхь, 

1) Справедливость этого предложеня до нЪкоторой степени можеть 
быть провърена проемотромъ самихъ логариемическихъ таблиц. Въ этихъ 
таблицахь, начиная со 2-Й страницы помбщены четырехзначныя цзлыя 

числа въ ихъ налуральномь порякВ, т.е. числа, эти возраслаютъ на 1. 
Поли бы разности между числами были строго пропоршюнальны разно- 
отямъ между ихъ логариеомами, то, при возрасташи чисель на 1, ихъ 

хогариомы возрастали бы на одно ито же чисто. Просматривая таблицы, 
замфчаемъ, что разности между сосфдними маптиосами хотя и ие оста- 
отся одинаковыми на протяжени возхъ таблиць, однако изибняются 

очень медленно; напр., для воБхъ чисель, помфщенныхъ на страницахъ 

19, 20, 21 и 22 таблицъ, разности между сосфдпими мантиссами оказы- 
валотся только или 6 или 7 ототысячпыхь. Если же оти разности почти 

постоянны для чисель, отличающихся на 1 (и превосходящихь 1000), 
то он должны быть еще болфе постояпными для чиселъ, отличающихся 
менве, чВмъ на 1 (и превосходящих 1600). 
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которое падо приложить къ Го& 1423, чтобы получить Гов 
7423,54; тогда можемъ написать: 

Тод 7428,64=8,87058--Д (стотыс.). 

Изь отихь равенствь мы видимъ, что если чиело 7493 ‘уве- 
личится на 1, то лотариомъ сго увеличится па 6 (стотыс.), а 
если то же число увеличится на 0,54, то лотариемь его уве- 
личится па Д (стотыс.). 

На осповаши указанной выше пропоршональности можемь 
паписать пропорцио: 

ДА :6=0,54 : ; откуда: Д=6 . 0,54=3,24 (стотыс.). 

Приложивъь къ 3,87058 пайденпую разпость, мы найдемъ 

Тюоб 7423,54. Тацъ какъ мы ограпичиваемся 5-ю десятичпыми 

знаками маптиссы, то въ числ 3,24 можемь отбросить цыфры 
Зи 4, представляюця собою милонныя и десятимилонпыя 
доли; при отомь, для уменьшенйя ошибки, будемь всегда руко- 

водствоваться слФдующимь правиломъ: если отбрасываемая 
часть больше (или равна) 5 миллюиппыхь, то, отбрасывая ее, 

мы увеличимъ па 1 оставшееся число стотысячныхъ; въ про- 

тивномъ же случа оставимъ число стотысячныхь безъ изм%- 

нен1я. Такимь образомъ: 

Тоз 7428,54=8,87058--3 стотыс.=3,87061. 

Такъ какъ [05 74,2354 должепь имЪть ту же самую маптиссу, а 

характеристика его должна быть 1, то 

Той 74,2354 =1,87061. 

Правило. Чтобы найти мантиссу даннаго 

цВлаго числа, нимф ющаго били боле цыфръ, вы- 

писываютъ изъ таблицъ мантиссу числа, со- 
ставленнаго первыми 4 цыфрами даннаго 
числа, и кь ней прибавляютъ произведен{е 
табличной разности на десятичную дробь, 

образованную остальными цыфрами дан- 

наго числа, при чемъ вм сто точной вели- 
чины этого произведен1я берутъ ближай- 

шее къ пему цёлое число. 
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Для болЬе строгаго вывода, этого правила повторимь въ общемъ вид 

тв разсуждешя, посрелствомъ которыхь выше мы нашли 

Тов 14,2354. 

Переносемъ въ данномъ десятичномъ числ запятую такъ, чтобы она 

стояла посл 4-й цыфры слёва; тогда число представится въ видВ суммы 

п--В, въ которой » есть четырехзначное цфлое число, а № десятичная дробь, 

меньшая 1. Найдемь въ таблицахъ мантиссу № (сотыс.), соотв тетвующую 

цЬлому числу п, и опродфлимъ (вычиташемъ въ умф) та бличную раз- 

ность 4 между взятой мантиссой М и слБдующей большей мантиссой 

(соотвфтсгвующей числу #--1). Тогда мы можемъ написать: 

М. 
об = З то 

мМ-а Тов (и =3+ р 

Обозначимъ буквою А неизвфетное число стотысячныхъ, которое надо 

приложить къ [09 п, чтобы получить 109 (в +); тогда 

М--А 
Тов (и) =3+ то; 

Изъ написанныхь 3-хъ разенствъ заключаемъ, что если число и уве- 
личится па 1, то логариемъ его увеличится на 4 (стогыс.), а если то же 

число ® увеличится на № то логариомъ его увеличится на А (стотыс ). 
На основаши нашего допущешя пропорщюнальности мы можемь на- 
писать: 

4:4=1:1; откуда: А=@ь (стотыс ). 

Значить: тов (ив = 1-й 0 

Произведеше 4 рЬдко есть цБлое число; большею частью оно есть 

цфлов число съ дробью. Вь этомъ случаф, довольствуясь 5-ю десятичными 

знаками мантиссы, мы выфсто точной величины произведешя 4й условимея 

брать ближайшее къ нему цфлое число (хотя бы оно было и больше 

4). Обознач въ это ближайшее цБлое число буквою 8, мы можемъ при- 

ближевный логарцомъ выразить такъ: 

пов оон в 
Остается теперь, если нужно, замфнить характеристику 3 другимъ чи- 

сломъ сообразно теоремамь о характеристик» (3-я теор. $ 305 и 5-я теор. 

$ 307). 

31.Употреблене пропоркональныхтъ частей 

при нахожден!и логариема. Произведене табличпой 

разности на десятичную дробь, © которомь говорится въ пре- 
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дыдущемь празилВ, можно производить весьма просто при 

помощи такь пазывасмыхь рагбез ргорог&1опа1е8 
(пропоршопальныхь частей), помбщениыхь въ таблицахь въ 
крайнемъ правомъ столбцв съ падиисью Р.Р. Такъ, па стран. 
23-Й мы находимъ въ отомь отолбць дв колопки, надъ кото- 
рыми стоять цыфры: падъ одной 6, падь другой 5. Эги цыфры 
означаюгь табличпыл разности (въ стотысячныхь доляхъ) между 
двумя рядомъ столщими маптиссами, помъщенными на этой 
страпицв. Подъь каждой изь отихь табличныхъ разностей выпи- 
саны произведешя ея па 0,1, па 0,2, па 0,3..., наконець, на 0,9. 
Такъ, найдя въ колоикВ, падъ которою стоить разность 6, съ 

лЪвой сторопы цыфру 8, означающую 0,8, и взявъ справа оть 
этой цыфры число 4,8, мы получимь произведене 6.0,8. 

Чгобы при помощи этихъ Р.Р умпожить, положимъ, 6 па 0,54, 
достаточно пайти въ колоикф произведеше 6.0,5 и потомъ 
произведеше 6.0,04. Первое находимь прямо: оно равно 3,0; 
чтобы получить второе, примемь во впимане, что произведеше 
6. 0,04 въ 10 разъ меньше произведешя 6. 0,4; это посл днее 
находимь въ Р. Р.; оно равпо 9,4; слд., 6. 0,04==0,24. Сложивъ 
3,0 и 0,24, пайдемъ полное произведеше 6. 0,54. 

Вычислеше всего удобифе располагать такъ: 

Число, Логарномъ, 

7428. ....... 8.87058 4=6 
неа 80 
Ве 24 

7423 54. (с 8.87061; 
Тов 74,2354... .=1,81061. 

Подь числомъ 7423.мы подписали цыфру 5, отступивъ на одно 
мЪото вправо, потому ч1о ота цыфра означаеть 0,5; точно такъ же 
цыфра 4 отодвинута еще па одпо мЪото вправо, такъ какъ она 
означаеть 0,04, Подъ маитиссой 87058 подписаны числа, 30 и 24, 
при чемъь каждое изъ нихь отодвинуто на одно мфото вправо, 
такъ какъ 30 означаеть 3,0 стотысячныхъ, а 24 означаеть 0,24 сто- 
тысячныхь. Паправо помфщена табличиая разность 6 (обык- 
новецио она обозпачается буквою 4). 
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Приведемъ еще примфръ: пайти 10% 28739,06. 

Число. Логарномъ. 

3878. зах 28,66884 4=15 

УЕ а 135 

Ее КВ 0 

ее. 90 

2873,906..... . . 3.46848; 

105 28739,06... . . . . 4,45848. 

Складывая 4 и 3 (стотыс.), мы увеличили сумму на 1, такь 

какъ первая изъ отбрасываемыхь цыфръ (милонныхъ) есть 5. 

ЗП,а. Предъьль погръшноести приближеннаго лога- 

риема. Сначала мы опредБлимь погрфшность приближеннаго логариоча, 
[|] 6310), въ которомъ произведене 4 берется точпымъ, а затёмъ най- 
демъ погршность приближешя [2], въ которомъ вмфсто точной величины 
ал взято ближайшее цфлое число; при отомъ мы предположимъ, что число 
з-Е№, логарномъ котораго требуется пайти, есть число точное. 

Погрьшность приближеня [1] обусловливается 2-мя причинами: 
_1) лопущенная изми истина о пропорцюнальносги разностей между 

числами разностямь соотвфтствующихь лотариомовъ пе вполиф вфрна; 
2) въ таблицахъ помфщены не точныя мантиссы, а приближенныя (съ 

точностью ло 1/» стотысячной доли). 
Погршность, происходящая отъ 1-й причины, оказывается, по изсл$- 

дованш ея *), настолько ничтожной, что она вообще не виметь на, 5-й 

десятичный зпакъ мантиссы; поэтому въ дальнфйшемъ мы на нее не бу- 

демъ обращать вниманя. Чгобы судить о величин погрфииости, проис- 

ходящей отъ 2-й причины, мы ‘составимъ выражеше для точнаго лога- 
риома, числа п--№ & затьиь сравишиь ого сь приближеннымъ лога- 
риомомъ [1]. 

'Обозначимъ буквами « и а’ положительныя или отрицательныя числа, 
стотысячныхь долей, которыя нало приложить: первое—къ табличной ман- 
тиссь Год’, а второе—къ табличной мантиссь 19 (и--1), ‘чтобы получить 
точныя мангиссы этихъ чиселъ. Тогда, мы можемъ написать слфдующи 

точпыя равенства; 

То а - 108 @Н)=3+ и 

гдВ абсолютныя величины чисель а п «’ аолжны быть меньше 1, Изь 
этихъ равенствъ видно, что когда число п увеличивается на 1, тогда точ- 

ный логариемъ его увел.чивается ва 4-+’— (стотыс.).; значить, когда‘ 

*) Сы. въ конц кпига „Приложеше 2* (стр. 441). 
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число * увеличивается на №, точный ло! ариемъ его долженъ уведичиться 

на такое число А (стотыс), которое удовлетворяеть пропорции 

А. (аа) =в:1; откуда А=Ка-а’-—3) 1. 

Слфх., точная величина логариома, числа ®--№ будетъ: 

Ма, (аа 
2) =3. ——. Тов и =8+ Е 

Приведя дроби къ одному зпамепателю и слфлавъ перестановку чде- 
новъ въ числитель, мы можемъ найленное выражено представить такъ: 

М-% №13, 
то оное МН 

Сравнивая ото выражеше съ приближешемъ [1] параграфа 310-го, 
находимъ, что погрьшноеть эгого приближешя равна: 

ава о, 
О = 

"Таль калсь абс. величины чисел а и а’ меньше 1]„,то эта, погрЬшность, 
очевидно, меньше дроби: 

НО 1 ви 
'Тажсвъ предфлъ погрьшности приближеннаго логариома [1]. Переходя 

‚ телерь отъ этого приближешя къ приближенному логариему [2], т-е., за- 
мЪняя точную величину произведешя 4 ближайшимь къ пему цфлымь 
числомъ, мы дълаемъ еще ошибку, но меньшую 1/». Слёд., предьль погрфш- 

носги приближенного зогариома [2] будетъ: 

та 5+: =1 (ототысяч.). 

Такимь образомь, если логариомъ берется прямо изъ 

таблиць, то преяфлъ его погрьшиости есть !/, стоты- 

сячной доли ($ 310, 1°); если же логариемъ получается 
посредством указаннаго нами вычислен! я, то пре- 
дълЪъ погр шности оказывается больше, именно 1 сто- 

тысячная додя. 

311№. Случай, когда данное число неточное. Въ преды- 

дущемъ параграф мы предиолагали, что сумма, и--й есть точное данное 

число. Но часто бываетъ, чго требуется отыскать логариемъ числа, за- 
даннато только приближенно (вапр, требуется найти 109 =, принимая 

за т приближенпое его значенше 3,142). Въ этомъ случаз къ погрьшности. 

приближеннаго логариома, указанной нами въ $$ 310 (1°) и 311, а, ириба- 
вляется еще погрьшность, ироисходящая отъ неточности самого числа. 
Оиредфлимъ предфлъ это иослвдней погрЬшности. 

Обозначимъ буквою ф погрЬшность приближеннаго числа я--1, т.-е. то 

положительное или отрицательное число, которое надо приложить къ при- 



— 366 — 

ближенному числу п--№, чтобы получить точное число; при этомъ мы до- 

пустимъ, что ф настолько малая дробь, что сумма я--№--? остается, какъ, 

и сумма п--В, заключениой между цфлыми числами я п #--1. Мы вафли 

($ 311,4), что если чиело в увели‘иваеся на, |, то точный логариемъ его 
увеличивается на 4--<’—а (стотысячныхъ); значить, если число увеличится 

на $, то логариемъ его долженъ увеличиться на такое число А (стотыс.), 
Боторое удовлетворяеть пропорцщи: 

д: (аа —а=ф:1; откуда: А = в (а-ра’—а) (етотые.). 
Сафд. 18 (п--№-- 2) = 1108 (п--В)--иа--х—о). 

Зпачить, когда мы выБото од (п--й--5) беремь 109 (и--1), мы дБлаемъ 
ошибку, равную $ (4--“—е) стотысячныхь. Ошибка эта, очевидно, менЪе 

191 (2+5) 
тдв || есть абсолютная величина погрЪшности самого приближеннаго 
чисда ®-Е% (или ел предвль). 

Конечно, къ этой погрёшпости надо приложить ту, которая проиехо- 

дить оть неточности приближениаго логариема, числа и--й, и предлъ ко- 

Торой, какь мы вилбли, есть или 2/, стотысячной, или 1 стотысячная, 
смотря по тому, берется ли мантисса, логариема прямо изъ таблиць, или 

вычисляется помощью проворшовальныхъ разностей. 
'Такимъ образомъ, ипредфлъ окончательной погрёшности будет" 

$1 (@--1) (стотысячныхь), 

те ан стотысячныхъ. 
ши |2 9+] 

Не должно забываль, что ф есть погрёшность того числа, п--й, которое 

получится, когда въ данномъ десятичномъ числь запагую поставимъ посяв 

4-й цыфры слЪва, 

Примфръ Найти 108 т, принимая т=3,142 (съ точ- 
ностью до 1/, тысяч.). 

`Перенеся запятую послВ 4-й цыфры слфва, получимь четырехзначное 
число 3142, точное до 1/, цой единицы (точное число должно было бы 
быть 3142$, гдё $<!). Изъ таблиць находим: 

Тов 3142 = 3,49721; 4=13. 
Предфлъ погрЬшности этого лозариома, происходящей“ отъ неточности 

числа, равенъ: 
1$ 1 (13-1) <} 14=7 (стотыс.). 

Такъ какъ предёлъ погрЬшиости самого логариома, (взятаго непоеред- 
ственно изъ таблицъ) есть 1/, стотысячной, то предъхь окончалельной 
погрфшноети будеть 71/, стотыс. < 8 стотые. 

Такимъ образомъ: 

Тов (3142--$) = 3,49721 (съ точн. до 8 ед. посл. разр.). 

Сльх, Тов 3,142 == 0,4972] (съ точн. до 8 ед. посл. разр.). 
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Зиачить, точная величина [09 п заключается: 

0,49721 --0,00008> Тов т > 0,49721—0,00008 

т.е, 0,49729 > 1юв «> 0,49713. 

Семизначный логариомъ числа * равенъ 0,4971499. Пайленный нами 
приближенный логариомь 0,1721 разнится отъ этого на 0,0000601, что, 

дЪйствительно, меньше 0,00008. 

312. По данному логариему найти десятич- 
ное чиело. Пусть требуется найти М 108 1,51001, т.-е. 

найти число (Миашсгиз), которато лотариемъ равенъ 1,51001 1). 

Не обращая пока вииман!я па характеристику, отыскиваемъ 

въ таблицахъ спачала“первыя дв цыфры маптиссы, а потомъ и 

остальныя три. Оказывается, что въ таблицахъ есть мантисса, 
51001, соотвфтствующая числу 3236. Припявь во внимане 

характеристику, окончательно пишемь: 

1.51001 =1050,3286, 
что можно также записать и такь: 

№ Тов 1,51001 =0,3236. 

Чаще случается, что даппая мантисса не находится въ та- 
блицахь. Пусть напр., памь данъ ‘логариемъ, у котораго ман- 
тисса есть 59499, пе встрЪчающаяся въ таблицахъ, и какая- 

нибудь характеристика (папр., 2). Тотда искомое число можно 

пайти простымъ вычислешемъ, подобнымъ тому, которымь мы 
находили логариемъ числа, пе помфщающатося въ таблицахъ. 
Предположимъ сначала, что характеристика даннаго лога- 

риема есть 3, т.-е. что данный лотариемь есть 3,59499. Беремъ 

изъ таблицъ мантиссу 59494, ближайшую мепьшую къ дапной, 

выписываемь четырехзначное число 3985, соотвфтетвующее ей, 

и опредфляемъ (вычиташемъ въ ум) табличную разность 

12 (стотыс.) между взлтой мантносой и сл$дующей ббльшей (со- 

отв тетвующей числу 3936). Такимь образомъ: 

3.59494 = Тюб 3935; 
3,59494-- 12 стотые. =1ю05 3986. 

1) Фразу: найти чиело, котораго логариемъ равенъ а“замфияють иногда 
болфе короткой: „найти антилогариемъ 4“. Значить, антилогариемомъ 
а наз. число, котораго логариемъ равенъ в; его можно обозначать такъ: 

М 105 а (или Митетиз 109 а). 
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Опредфлимъ еще разность 5 (стотыс.) между дапной маптис- 

сой (59499) и маптиссой, взятой изъ таблиць (59494) и 0бо- 

значимь буквою й ту пепзвЪстпую дробь, которую падо прило- 

зкить кь числу 3935, чтобы лотариемь его увеличился па 5 

(стотыс.). Тотда 

3,59494-- 5 стотыс. = (3935--1). 

Изь этихь 3-хь равепетвь усматриваемъ, что если логариемь 

увеличивается па 12 (стотыс.), то соотв тствующее чиело уве- 

личивается на 1, а если логарпомъ увеличивается на 5 (стотыс.), 

то число увеличивается на №. Ну осповаши допущепной пами 

пропоршональшости можемъ паписать: 

5 
12:5=1:й откуда: ПХ 

Зпачить, число, соотвЪтствующее логариому 3,59499, равно, 

3935+0,4...=8935,4...; а такъ какь характеристика даннаго 

логарпома есть 2, а пе 3, то искомое число х равпо 393,54..., 

что можио выразить такъ: 

== №106 2,59499=393,54... 

Правило. Чтобы пайти число по даниому 

логариому, спачала паходятъ въ табли- 
цахъ ближайшую меньшую мантисоу и с0- 
отв тствующее ей четырехзначное число; 
затфмъ къ этому числу прибавляютъ част- 
ное, выраженное десятичной дробью, отъ 
дЪлен1я разности между данной мантис- 
сой и ближайшей меньшей на соотв т- 

ствующую табличпую разность"); нако- 
цецъ, въ получепниомъ числ ставять за- 
нлтую сообразно характеристик данпаго 

логарпома. 
Для строгато вывода, этого правила повторимь въ общемъ вид раз- 

сужденя, посредсгвомъ которыхъ по хогариому 2,59499 мы нашли соотвЬт- 

ствующее число. 

1) Частное это достаточно вычислить съ точностью до { десятой, такъ 

какъ ббльшая точность все равно не достигается (см. $ 312, 4). 
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Положимъ сначала, что у даннаго логаргема характеристика есть 3 
(и какая-нибудь мантисса, не находящаяся въ таблицахъ), Находимъ въ 

таблицахъ мантиссу М, меньшую данной маитиссы и ближайшую къ ней, 

выписываемь соотвфгствующее этой мантиссё цёлое четырехзначное число 
пи находимъ (вычиташемъ въ умВ) табличную разность 4 (стотыс.) ме- 

жду взятой мантиссой М и слфдующей ббльшей мантиссой (соотвфтетву- 

юющей числу и--1). Такимь образомь: 
М 

3+1 
м-а 3+ и == ов 1). 

= 105 п; 

Опредфлимъ еще разпость А (стотыс.) между данной мантиссой и взя- 
той въ таблицахъ малтиссой М и обозначимъ буквой № ту неизвЪстную 

дробь, которую надо приложить къ числу п, чгобы логариемъ его увели- 
чился на А стотысячныхъ. Тогда: 

3+ и. = вов (а-+9. 

Изъ написанныхъ З-хъ равенствъ видно, что если логариемъ увеличи- 
вается на, 4 (стотыс.), то число увеличивается на 1; если же логариемъ 
‘увеличивается на А (стотыс.), то число увеличивается на. #. 

На основан: допущенной нами пропорщюнальности можемъ написать: 

ФА: откуда Ва 
Слфл., искомое чисно будеть: 

виа. 

А 
Остаелся обратить дробь а В» десятичную, приписаль ев къ цвлому 

числу й и, если характеристика даннаго логариема, не 3, а какое-нибудь 
иное число, перенести заплтую сообразно теоремамъ о характеристик. 

818. Употреблен1е пропорцюнальныхъ частей 
при нахожден!и чиела. Обращене № въ десятичную 

дробь можеть быть выполнено при помощи Р. Р. Такь, 

когда =5, то прн дфлеши 5 на 12 мы задаемся вопросомь: 

на какое число десятыхь падо умпожить 12, чтобы получить 5 
или число, ближайшее къ 5? Это число десятыхь мы найдемъ 
въ колонкф, надъ которою стоить число 12; отыскиваемъ въ ней 
съ правой стороны число, ближайшее къ 5; это будеть 4,8. ОлЪва 

отЬ 4,8 стоить цыфра 4, которая представить собою число де- 
сятыхъ долей. 

А. Квоеловъ. Алгебра 24 
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Вычиелене всего удобизе располагать такъ: 

Логвриомь, Чвело, 

3,59499 

С: 4=18 

бора ео 5 4 

3.69499... ..:... 8935,4, 

2,59499. ... . 393,54. 

313,;а. Предьлъ погрёшновти числа, найденнаго по 

данному логариему. Предваи ительно замфтимъ, что данный лога. 

риемъ, по которому требуется отыскать пеизвьстное число, только въ 

исключительныхь случаяхь есть логариемь точный; вообще же это есть 

логариомъ приближенный (и погрфиность его можеть доходить до нЪ- 

‘сколькихъ стотысячныхь долей, папр., тогда, когда эготь логариемъ по- 

лучилея оть сложешя нфеколькихь приближенныхь логариемовъ, или отъ 

умножен!я приближеннато хогариема, на цЪлое число). Обозначимь буквою 

в то положительное или отрицательное число стотысячныхъ долей, 

которое надо приложить къ данной приближенной мантиссв М--4, чтобы 

получить точную маптиесу М-- А -- в. Допустимъ, что это число настолько 

невелико, что сумма А -- ® не превосходить табличной разности 4; тогда, 

искомое число заключено между п и п--[ и, слд. оно есть сумма п--№ь 

въ которой п есть четырехзначное число, взятое изъ таблиць (мы пред- 

полагаемъ, что характеристика, даннаго логаонома, есть 3), & слагаемое й 

предотавляоть собою нфкоторую правильную дробь, которую требуется 

найти. Точный логариомъ числа и--й мы можемъ выразить двояко: съ од- 

ной сторопы это есть 

ов (и) =3+ 

а съ другой стороны онъ равепъ: 

Вов (аа ее 

тд абс. величина, числа 1 должна быть меньше 1], потому что, какъ мы 

видЪли ($ 311, а), если возьмемъ за приближенный логариемь числа, я-Е® 

М--а 
сумму 3-- и 

3/, стотысячной. 

Такимъ образомъ, мы можемъ написать уравноше: 

Иаь Мы И 
изъ которато находимъ: 

Ао =й4--т и са, 

„то сдвлаемъ погрышность, абе. величина, которой меньше 
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Такова точная величина дроби й; поэ1лому, беря вмьсго этой величины 

приближеше № а, найденное пами согласно правилу $ 312, мы дълаемъ 

ошибку: 

тдв || означаеть абс. величину погрьшносги даннаго логариема, (или 
ея предфлъ), выраженную въ стотысячныхь доляхъ. 

А Таковъ предёлъ погрЬшиости приближеннаго числа, п -- д’ В которомъ 

дробь А:4 оставлена въ точномъ вид. Предфлъ этоть превосходить 0,01, 
такъ какъ, очевидно: 

& величина @ на всемъ протяжеши пятизначныхь таблиць мепьшо 45 и, 
сяЪд., 

1 1 1 

27507 ®` 
Поэтому, обращая дробь я въ десягичную, безполезно находить цыфру 

сотыхъ, & достаточно ограничиться цыфрою десятыхъ, при чемъ хля умень- 
‚шешя ошибки лучше брать ближайшую цыфру десятыхъ, т -е. увели- 
чиваль цыфру десятыхь на 1 всякй разъ, когда цыфра сотыхь была, бы 
5 или болфе При отомъ, конечно, мы вводимъ еще ошибку въ несколько 
сотыхъ (меньшую однако 5 сотыхъ, т.-е. %»), такъ что предфть оконча- 
тельной погрьшности найденнаго согласно правизу $ 312 чиела можно 
представить такъ: ь 

Ты 1 
а 15 

Мы предиолагали ло се1о времени, что характеристика - даннаго лога- 
риема, есть 3, и что, слВд. вь искомомъ десятичномъ числ запятая стоить 
послф 4-Й цыфры слёва. Когда характеристика будеть иная, то въ най- 
денномъ выше числ запятую придется перенести влЪво или вправо, т.е. 
раздфлить число или умножить его на нфкоторую степень 10. При этомъ, 
конечно, погрьшпосль результата также раздьлится или умножится на 
ту же степень 10. 

Ниже ($ 316, а и сябд.) мы приложимъ все сказанное къ ифвоторымь 
примфрамь, при чемъ увизтиъ, что иногда, приходится ечиталься еще и съ 
другими веточностями, кромВ тЬхъ, о которыхъ мы говорили. 

24* 
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814, ДБйСств!я надъ логариемами съ отрица- 
тельными характеристиками. Слозкене и вычитан!в 

не представляютъ пикакихъ затруднен1й, какъ это видно изъ 

сл$дующихь примфровъ: 

2.97346 3.83846 1.03842 0,0058 

$ На р. ты 

1,83027 —5,98043 —5,96807 — 4,57869 

0,80373 7.81889 — 7.07535. —3,48154 

Не представляеть никакпхь затрудненй также и умноже- 
в!е лотариема на положительное число; напр., 

3.58376 3.47356 
х9 х34 

25,25384 — 189424 
142068 
1610104 

—6в8 
= 
52,10104. 

Въ послфднемъ примЪрЪ отдфльно умпожена положительная 

маптисса на 34, зат$мъ отрицательная характеристика на 34. 
Если логариемъ съ отрицательной характеристикой и по- 

ложительной маптиссой умножается на отрицательное число, 
то постунають двояко: или предварительно данный логариемъ 
обращають въ отрицательный, или же умножають отдёльшо 

мантиссу и характернстику, п результаты соединяють вмфстф; 
папримЪръ: 

1) 3,56327 . (-—4)==—2,43673 . (—4)=9,74692; 

2) 3.66327 . (—4)=--12—2,25308=9,14692. 
При дзлеши могуть представиться два случая: 1) отрица- 

тельная характеристика дЪлится и 2) пе длится на дФлителя. 

Вь первомъ случа отдфльно дфлять характеристику и ман- 

тиссу: 

16,37846 :5=2,07569. 
Во второмъ случа% прибавляють къ. характеристик столько 
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отрицательпыхь единиць, чтобы образовавшееся число дфли- 

лось на дВлителя; къ мантиссЪ прибавляють столько зке ио- 

ложительныхь единиць: 

3,16081 : 8=(-—8--5,16081) : 8=1,12010. 
Это преобразоване надо совершать въ ум, такъь что дЪй- 

ств!е располатается такъ: 

3.16081 : 8=1,12010 или 8,16081| 8 

1.72010, 

315. ЗамЪна вычитаемыхъ логариемовъь сла- 

гаемыми. При вычислени какого-нибудь сложнаго выра- 

жешя помощью логариомовъ приходится нзкоторые логариомы 
складывать, друме вычитать; въ такомъ случаз, при обыкно- 
венномъ способ совершеншя дЪйствЙ, находятъ отдВльно сумму 

.слатаемыхь логариемовъ, потомъ сумму вычитаемыхь и изъ 
первой суммы вычитають вторую. Напр., если имфемъ: 

105 2=2,13058—2,07406-3,54646—8,35890, 

то обыкновенное выполнен!е дЬйствйЙй расположится. такь: 

2,13058  2,07406 — 0,2704 
`3,54646 '8,35890 — 6,43296 

0.27704 —6,43296° 7.84408=Тюв =. 

Есть однако возможность замфнить вычиташе сложешемъ. 

Для этого достаточно поступить такъ, какь поступають, когда, 

У отрицательнаго логариема хотять сдфлать маптиссу поло- 
жительной ($ 306), т.-е. достаточно прибавить -1 къ отри- 

цательшой мантиссеВ и —1 къ характеристикв. Такъ, 

2.07406 =—2—0,07406=—2—1-(1—0,07406) = 
=2—1-0,92594=1,92594. 

—1+1 > 

Точно такь же: —8,35890 =—8,35890 =9,64110. 

Отсюда выводимь такое правило: чтобы вычесть 
логариомъ, достаточно прибавить другой 
логариомъ, который составляется изъ пер- 
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ваго такъ: характеристика увеличивается 
пати результать берется съ противоположнымъ 
зпакомъ, а вс цыфры маптиссы вычи - 
таются изъ 9, кром$ посл дней справа 
значащей цыфры, которая вычитается 
изъ 10. 

Руководствуясь этимъ правиломь, можемъ прямо писать: 

3.07406 =1,99594, —8,35890=25,64110 

и расположить вычислене въ нашемъ примбрБ такъ. 

2,13058 
1,92594 

-3,54646 

9,64110 

7.84408 = Тов г. 

ПримЪры вычислен!й 
помощью логариеомовъ. 

816. ПримЪръ 1. Вычислить выражен е: 
2 

Уд. в —_. 

с3.Ур 
если А=0,821573, В=0,04826, С=0,0051275 п Р=71,24635. 

Логариемпруемъ данное выражеше: 

Тб г: : Тоб А--4 об В—3 Гос С- # 105 р. 

Теперь производимь вычислене 10$ п затВмъ х: 

Предварительных вычиелешя. 
.А) Чи. огариомь РВ) 

8215...... 3946: 4=5 — 1050.04826- 8.68359 
Тень. 35 | 41В...=6,13436 15 

0.821573. 
| 

..1,91465 
ЗА... =1.97155 | 

1 
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с) Число. Погариомъ. р) Число, `Логвриомъ, 

5127.....3,10986 9=9 1246..... 3.86010 4=6 
5 ИЕ 

0,0051275 .. вое: 
ЕС. 7.24635... 0,86012 

—810С.. 

4Тов В=6,13436 = 

Тот =1,28947 а:=19414 

1051, =3,28947 д —=19,474 

ЗамЪчан!е. При вычислешяхь помощью логариемовъ 

какого-нибудь сложнаго выраженйя очень полезно, ради эко- 

ном1и времепи и мета, прежде чёмь обращаться къ таблицамъ, 

предварительно выписать въ надлежащемъ порядкБ все, что 

можно нанисаль безъ помощи табличь. Желая, напр., вычислить 

выражен!е, данное вь приведениомъ выше примфрЪ 1-мъ, мы 

предварительно вынисываемь слфдующее расположене вы- 
численй: 

Тов а=! Тов 44105 В—3105С +102. 

Предварптельныя вычислена. 

А) Чноло, `Логарномъ. В) 

108 0,04826=2, 
4 №8 В= 

0,821573.....1, | 

15 А о | 
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С) Чи. Логарномь, | р) Чи. Логарионъ. 

12 вновь | о Я Чеааыя 

0,0051275. ЕК -ИОЫ и 
ЗТ0ё 0 7,24635..... 

—8 №50. | Нов р. ва 

| = Зов В. 
| 

Окончательныя вычислешя, 

Погарнонь. Число. 

Зои 

погрЪаиности. Сначала найдемъ предфлъ по- 

Значитъ, предварительно надо найти |«|, т-е. предвлъ погрёшности 
приближеннахо логариема числа, =, или—что все равно —предфль погрЪш- 
ности приближеннахо логариема числа = (выраженный въ стотысячныхь 
доляхъ). Логариомъ этотъ (какъ въ нашемъ примВрь, такъ и въ бодьшин- 
ствф другихъ примфровъ) получается оть сложеня нфеколькихъ прибли- 
женныхь слагаемых; въ нашемъ примфр® каждое изъ этихъ слагаемыхъ по- 
лучается отъ умножешя приближеннаго догариема на, точное число (цфлое 

или дробное, похожительное или отрицательное). Поэтому мы прежде всего 
уяенимъ себ слфдуюция 2 проетыя истины приближенныхь вычислений: 

Т. За предзлъ погрьшности суммы приближенныхь 
слагаемыхъ, можно принять сумму абсолютныхъ вели- 
чинъ погр 8 шностей этихъ слагаемыхъ (или ихъ предёловъ). 

Положимъ, напр., что а, 6, с,... будуть приближенныя слагаемыя, о ко- 

торыхъ мы не знаемъ, взяты ли они съ избыткомъ, или съ недостаткомъ, 
но извзетно, что абеолюгныя величины погрёшностей (или ихъ предфловъ) 
этихъ слагаемыхь суть соотвфтотвенио числа, а, В,т,... Тогда точныя сла- 
таемыя должны быть: а -Б а, 6-58, с-Е1,... (гдазнаки -- и — пе находятся 
въ соотвфтствш); слёд., приближеннная сумма а--9--е-+... разнится 

оть- точной суммы: (а а) + ФЕ + еу-... =(@4ееч...) + 
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(Еа-В-т-...) ва алгебраическую сумму Е а-ЕВт-..., которая 
очевидно, не больше ариеметической суммы а--В--т...; значить, эту 

послВанюю сумму можно принять за предфлъ погрьшности приближенной 
суммы. 

1. За предёлъ погрьшности произведен{я прибли- 
женнаго числа на точное можно принять произведе- 
н!е абсолютной величины погрё шности приближен- 
наго сомножителя (или ея предфла) на абсолютную вели- 
чину точнаго сомножителя. 

Тажъ, пусть а есть ‘приближенное число, абс. величина погрёшности. 
котораго есть а, и п какое-нибуль точное число (цфлое или дробное, по- 

ложительное или отрицательное—все равно); тогда приближенное произве- 
дене ап разнигся оть точнаго произведен1я (а + с) ® =ап + оп на число 
Зам, а’ это число ие превосходить произведешя « на абсолютную вели- 
чину числа п. 

Пользуясь эти двумя истинами и принавъ во вниман!е, что предёль 

погрфшносги логариема, взятаго непосредственно изъ таблицъ, есть 1/, сто- 
тысячной ($ 310,1°), & логариема, найденнаго указаннымь нами вы- 
числешемъ, есть 1 стотысячная, мы нахолимъ, что предфлъ погрышно- 
сти есть: 

въ 105 А... 1 стотыс. въ Гоб С... 1 стотыс. 
въ | 106 4... } % въ —3 [45 С-....3 „ 

въ [06 В... 1 › въ 15 0. > 

въ4106В....2 „ въ } 1050. 4} = $ стот. 
въ — 3 106 0..8 

Для } 109 О (и, слЬд., для — } [09 0) къ предфлу погрёшности $ мы до- 
бавили еще дробь 1, такъ какъ, дЬля 100 О =0,86012 на 3, мы въ част- 
номъ округлили число стотысячныхъ, взявъ ближайшее цфлое число, и, 

сяВл, сдБлали еще ошибку, меньшую 1/, стотысячной. Раньше, находя 

ъпредфль погрьшности въ { 19 А, мы такого добавлешя не сдфлали, такъ 

какъ Год д = 191465 при дьленш на 3 даеть цёхое число стотысячныхъ. 
Теперь находимъ предьлъ погрьшности 19 2 (и, слФд., 109 х;): 

{9 =1+2+3+ = 64 (стотыс.). 

Слфд. предьлъ погрЬшности числа 2, есть 

5+. 1_ 6+}, 1_8, 120, 1 400466 _ 
в 0-15 72150-66120— 1820 

466 # — 28 = 0853 .. < 04. 

1 
Такъ какъ 2=х:. и » то предёлъ погрёшности въ х есть 0,4 . 10= 9,004, 

Такимъ образомъ, найденное нами для 2 приближенное число 19,474 раз- 

нится отъ точнаго числа менфе, чБыъ на 0,004. Такъ какъ мы не знаем, 
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съ недостаткомъ или съ избыткомъ найдено налио приближение, то можемъ 
только ручалься за, то, что 

19,474 + 0,004 > 2> 19,474 — 0,004 
т.-е, 19,478 > => 19,470 

и потому, если положимъ: = == 19,47, то будемъ имть приближене съ не- 
достаткомъ, съ точностью до 0,01. 

816). ПримЪръ 2. Вычислить формулу: 

= те =—ю@зуР. 

Такъь какъ отрицательныя числа пе имзють логариемовъ, 

то предварительно паходимъ: 

== ету 
по разложению: 

Тов з'=8 106 2,31 ее Гос 12. 

Предварнтельныя вычиелешя. 

То 2,31= 0,6361 Тов 72 = 1,35733 
3 Бор 2,31 = 1,0908 $108 72=0,37147 

Окопчательныя вычиелевя. 

Логариомъ. Число. 

3 Тов 2,31 = 1,09083 3,46230 
А 2899 4—15 
5 0,3 

105 2:=3,46230 3.46280 ..... 2899,3 
146280 ..... 28,993 

21=2899,3 
а’ = 28,993 
#=— 28,998. 

Предвлъ погршноети. Такъ какъ хогариемы чиседъ 2,31 и 72 
берутся непосредственно изъ таблиць, то предёль погрЬшности каждаго 

изъ нихь есть |, стотысячной. Поэтому: 

предфль погрёшности въ 3 То 2,31 есть $ стотыс. 

т 1.6 з р „118 72 „ БО» 
3,6 

” . „1 „+ =м, 
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Предбяъ погр Вшности въ числВ д=е 2899,3 равень: 

А +87 ОР 4. 045 = 0173.. 4- 0,05 = 0,228... 

Такъ какъ ва; ^ тут прёдьль погршности въ &/ (и, схЁд., въ 2) 
т 

ость 0,00223... < 0,003. 

5— & = 

316,е. ПримЪръ 3. Вычислить: „-Иуз+ уз. 

Силошного логариемироватя здфсь примфнить нельзя, 

такъ какъ подъ знакомъ корня стоить сумма. Вь подобныхь 

случалхь вычполяють формулу, по частямъ. Сначала на- 

ходимъ № -У5, потомь №, = Уз далфе, простымь сложешемъ 

опредЪляемь №М--№, и, накопець, вычнслломь УМРЕМ 

ов М=НЬв 8 Тов М, = 1058 

Тор 8= 0,90309 Т0Е3=0,47712 
$0Е8= 0,18062 ЗТ0Е3= 0.11928 

аврлеь, Число. Логариомь, ‘Число. 

3.18062 | 311998 
Ее 1515 4=99 | 6..... 1816 4=33 
РИ 0,7 8 

3.18062... 1557 811928 .. 
0,18062..... 1,5157 0,11928 .. 

М№М= 1,5157 

Тов а= о №, = 1 106 (1,5157 + 1,3161) 3 Тю 2,8818. 

Число. Логариомъ. Погаркомъ, Число. 

2881... .3,46194 4=16 3.15069 
8 120 45 144 а=81 

2881,8 452 54.. . 0,8 
х 2,8318...0,45206 3,15062.. 1414,8 
$1062,8318=0,15069 0,15062..... 1,4148 

21=1414.8; 2=1,4148. 

Предълъ погрЪшноети. Вычислене предфна погрьшности_бу- 

емъ вести въ слфдующей послфдовательности. 
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1) Погрёшность въ числь М =1,5457. 

ПогрВши. въ [08 8 < } стот.; погрёшн. въ 1 Тов 8< и +105. на 5 Юта 
Погрьшн. въ чкель 1515 «Ре +5-= ов + 0,005==0,087... 

„ 15157 < 0,000037.. < 0,0009 

2) Погрёшность въ числВ №, = 1,3161. 

ПогрЬшн. въ 105 3 <} стот; рогр5ш. въ | 1.08 3 < ! етот. 

1911,1 _#+# Е 
Погрьши. въ числБ 196+ = 33 + 0,05=0,068 .. 

Погрьшн. въ чисдВ 1,3161 < 0,000068. . < 0,00007. 

3) Погрёшность въ числ №М--М№,=2,8318: 

< 0,00009-1-0,00007 =0,00016 
и, слВл., погрВшность въ числв 2831,8 < 0,16. 

4) Погрё швость въ Гов 2831,8 (и, сяфд., въ Гор 2,8318). 
Эта погрЬшность, выраженная въ стотысячныхь доляхь, должна, быть 

меньше ($ 311, 5): 

[$1 (4-1) + 1=0,16 (15-1) + 1=3,56 (стотые.). 

5) Погрф шность въ } Шов 2,8318: 

< + - =18.. 0551,68 .. <2 (етотые.). 

6) Погрёшность въ числ 2, =1414,8: 

< р +} 1-05 
орт -0,05=0,13... < 014. 

7) Наконець, погр® шность въ числ 2 =1, 4148; 

< 0,00014. 

Такимъ образомь, точная величина 2 заключается: 

1,4148--0,00014 > => 1,4148—0,00014. 
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ГЛАВА У1. 

Показательныя и логариемичеся 
уравнен!я. 

311. ОпредБлен!е. Ноказательными уравненёями назы- 

ваютея тая, въ которыхъ неизвфетное входить въ видЪ 

показателя степени, а алогариомическими — тая уравнешя, 
въ которыхь пеизвЪетное входить подъ знакомъ 105. 

Тавя уравнешя могутъ быть разрЬшаемы только въ частныхь 

случаяхъ, при чемъ приходится основываться на свойствахь 

логариемовъ п на томъ началз, что если числа равны, 

то равны и ихъ логариемы (когда основаше не 

равно 1), и обратпо: если логариемы равны, то 

равны п соотв 5 тествующ! я имъ числа. 

ПримЪръ 1. Рёшить уравнен1е: 2*=1024. 
Логариомпруемъ обЪ части уравпен1я: 

Тюб 1024 3,01080 

То52 0,30103 
# Го 2=1ой 1024; 

=—» 
ПримЪръ 2. Ршить уравион1 (1) =5. 

Подобно предыдущему находимъ: 

(27—25) оз! =1085; (2—2) (-Т08 3)=Т6 5; 

ий Той 5 
2—2 ыЗ 0; т=1 у: Е й 

Го 3 183 

Тю05 5 ь 
Такъ вакъ ат то уравнен1е- невозможно при веще- 

ственныхь значешяхь +. 

ПримЪръ 8. Рьшить уравнен{е: 0,0012 =0,3. 
Лотариемируя въ первый разъ, получимъ: 

10803 147712 —0,52288 
1060,01 —3 — 

а 0,17429. 
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Логариемируя еще разъ, найдемь: 

2198 027429 1.24128 _ —0,15872 се 
1052 0,30108 —0,30108 о 

ПримЪръ 4. Ршить уравнен{е: а**— д" =1. 
Положивъ а’=у, получимь квадратное м 

1+5 
у—у—1=0, откуда: ее Ре ы 

р и, _г У 
Сльд., 

Такъ какъ 1-У5<, то послЪдиее уравпеше невозможно, 
(отрицательныя чиола но имфють логариомовъ), а первое 
даеть: 

_ в а-+иИ—82 
Тоба Г 

ПримЪръ 5. Ршить уравнен1{е: 

Тов (а--2)-Н в (6-2) =1ов («-+). 

Уравнен!е можно ‘паписать такъ: 

Тюв (а 2) 6-Е) ]-=1ов (в). 
Изь равенства логарпемовъ заключаемь о равенств® чиселъ: 

(аз) -Ез)=е-Е2. 

Эго есть квадратное уравпеше, рёшоше котораго не пред- 
ставляегь затрудневйй. 

ПримЪръ 6. Рьшить систему: 

пузна?, `Тове-овту = юва. 
Первое уравиене можно замфиить такимъ: 

Тов 2-Н№с у=10в а. 

Возвысивъ это уравпеше въ квадрать и вычгя изъ него второе 
данцое, получимъ: 

эТастТлву Те" а З ТАС 2. атЕтсь: ОБ 2 Тс у лето. 
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Зная сумму и произведене логариомовь, легко пайдемъ п 
самые логариемы: 

8 

То 2=юв ат--ров (в? Тв 43; ==. 
7 | 
а п 1 = 

Тюбу 508 а? тив [ @9) Ы] Тоба; ужа" =. 

Такъ какъ данпыя уравнешя симметричны отиоен- 
тельно 2 п у, то зпачеше дул 2 можеть быть припято за, зпачеше 

для у, и иаобороть; такъ что можно также положить: 
у-=08, вал! 

ПримЪръ 7. Вычислить выражен1е 10/81 ®, 

въ которомъ знакъ Ш означаеть деся- 
тичный логариомъ. 

Обозпачивъ искомое число черезъ 2, будемъ имЪть: 

ток ©; Тов 2==(1 — [08%) Тов 10=1 — То = 
По РИ ТИ Тов 10 — Тре = 108%; «= 6=1,5. 

ГЛАВА УП. 

Сложные проценты, врочныя уплаты 
и ерочные взносы. 

818. Основная задача на сложные проценты. 
Говорятъ, что капиталъ отданъь по сложиымуъ процентамь, 
если принималотся во внимат!о такь называемые «проценты ва 
проценты», т.-е. соли причитаюнщуяся па капаталь процелтныя 
депьги присоединяются въ конц казкдаго года къ капиталу 

для паращешя пхь процентами въ олздующие годы. 

Задача. Въ какую сумму обратится канпи - 

талъ а рублей, отдаиный въ ростъ по р. 

сложныхъ процептовъ, по прошеств1и 
$ лЪть (1 цвлое чиело)? 



— 384 — 

Каждый рубль капитала, отдапиаго по $‘/‹, въ течеше 

одного года принесеть прибыли о рубля, и слФд., каждый 

рубль капитала черезъ 1 годъ обратится въ 1+ 5 рубля 

(напр., если капиталь отданъ по 5°/о, то каждый рубль его 
черезъ годъ обратится въ 1 т.-е. въ 1,05 рубля). Обозна- 

чивъ для краткости дробь 5 одпою буквою, напр. г, мо- 

жемь сказать, что каждый рубль капитала черезь годъь обра- 
тится вь 1--^ рубля; слд., а рублей обратятся черезъ 1 годь 

въ а(1--г) руб. Еще черезъ годъ, т.-о. черезъ 2 года оть начала, 

роста, каждый рубль изъ этихь а(1-+г) руб. обратится снова 

въ 1+» руб.; значить, весь капитать обралится въ а(1-")* 

руб. Такимъ же образомъ найдемьъ, что черезъ три года капи- 
таль будегь а(1-")?, черезъ 4 года а(1-* )*... вообще черезь & 
лЪть, если & цвлое число, онъ обратится въ а(1--*)' руб. Такимь 
образомь, обозначивь черозь А окопчательный капиталь, бу- 
демъ имЪть слфлующую формулу сложныхъ про- 

центовъ: 

А=а(1--г), тд = в 

ПримЪръ. Пусть а=2300 руб., р=4, #=20 лфть; тогда 
формула даеть: 

4 
= ; А= зы "= 100 0,04; Д=2300 (1,04)^. 

Чтобы вычислить 4, примияемъ логариемы: 

105 А= ов 9800- 20 1юв 1,04==3,36178-- 20 . 0,01703== 
=3,36178- 0,34060 = 3,10933. 

А==5039 руб. 

ЗамЪчанИя. 1°. Въ этомъ примЪр» намъ пришлось 108 1,04 
умножить на 20. Такъ какь число 0,01703 есть приближен- 

ное зиачене Тю 1,04 съ точностью до В стотысячной доли, то 

произведеве отого числа на 20 будеть точно только до +. 20, 
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1.-6. до 10 стотысячвыхь=1 десятитысячной. Поэтому въ суммВ 

3,70233 мы пе можемъ ручатьсл не только за цыфру стотысяч- 

ныхь, но и за цыфру десятитысячпыхь. Чтобы въ подобныхь 
случалхъ можно было получить большую точность, лучше для 
числа 1--” брать логарпемы ие б-зпачные, а съ бблышимъ чис- 

ломъ цыфръ, напр. 7-значные. Для этой цфли мы приводимъ 

здфоь пебольшую табличку, въ которой выписаны 7-значные 

логариемы для наиболВе употребительпыхь значешй 0: 

——_ 
у) 1” Тов (1+ т) 

3 1,08 0,0128 872 
8 1,0825 0,0188 901 
8 1,035 00149 403 

8 1,0375 0,0159 881 
4 1,04 0,0170 838 
Е 1,0425 0,0180 761 
4 1,045 0.0191 163 
4 1,0475 0,0201 540 

5 1,05 0,0211 898 

2. Существують особыя таблицы, въ которыхь выписаны 
значешя мпожителя (1-- г)’ для разныхь ги &. Пользуясь та- 

кими таблицами, мозкно, конечно, обойтись безъ логариомовъ. 

319. Случай, когда время выражается дробнымть чис- 
ломъ льтъ Если время, на, которое отданъ капиталь, состоить изъ 
{ полныхь лы и еще # дней, то можно сдьлать два предположения: 
1) капиталь а нарастаеть сложными процентами за все время, или 2) слож- 
ные проценты считалотся только за цфлое число лЪтъ, а за Ё дней счетъ 

прибыли идеть на простые проценты. Первое имзеть мото въ тьхь 
случаяхь, когда парастане, не завися отъ условЙ, принятыхъ челов- 
комъ, идеть попрерывпо по одному и тому же захону (напр., при увели- 
чеши съ течешемъ времени численности населешя въ! какой-нибудь 
страш®). Второе имфеть место въ банковыхь операщяхь. Легко убЪ- 

диться, что въ иервомъ случаВ законъ нарасташя выражается тою же фор- 
мулою [1], которую мы вывели ддя & цвлаго. Предиоложимъ, въ самомъ 

А. Киовловь, Алгебра 5 
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дав, чт льтъ, и допустимъ, что 1 рубль оровь часть тода обр - 

щается въ 1+ = руб. Тогда, через - частей, т.е, черезь 1 годъ, онъ 

обратится въ (1-24, а черезь В тода—въ (1--27. По, по смыслу задачи, 

имБемъ: 

АИЕЕЙ 
р 

откуда: Трава и (1-3) 2 = (1+) $ 

т.е. А=а(1--т)*. 

Для случая, когда нарастане за часть 1ода, разсчитывается по про- 

стымъ ироцентамъ, можно составить другую формулу такимь образомъ: 

черезь # полныхъ льть калиталь, нарастая сложными процентами, ‘обра 

тится въ а(1--®)! руб.; въ  дной каждый рубль принесеть, считая про- 

отые процойты, 3} ий руб. процентныхь денегь (годъ при коммерческихь 

расчетахь а въ 360 дней); каждый рубль изъ а(1--7) рублей 

обратится черезъ # дней въ 1+5 руб. Поэтому окончательный капи- 

таль будоть: 

даный (во). © 
Если напр., а=2300, р=б, #=10 и №=36, то найдомъ: 

А=2300(1,05)*(1--0,005), 

Тюв А=1.в 2300--10 Тов 1,05 108 1,005=3,57580; 

А-=3765,33. 

820. По даннымъ тремъ изъ чиселтъ: А, а, ги# 

опредзлить четвертое. Формула (1) ($ 318) примвнима 

и кь рЬшенио такихъ задачь, въ которыхъ пеизвфотпо или а, 

или , или # при прочихь даниыхь числахь. Такъ, изъ ея на- 

ходимъ: 
А 

а” 
и слвд., Тов а== 108 А—1 Тов (1 т); 

для опредзлешя начальнато капитала: а=——— 

О. 
для опредфленйя процента: 1-Е У х 

а 

1 
и сл5д., Тор (1 +9=; (05 А— в а). 
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Вычисливь но таблицамь 1-", найдемь потомь и, т. 

а затВмь п р. 
Для опредълен!я времени будемъ имЪть: 

Тоб А==№08 а Шов (1-"), 

Гов А-Шова, 
зуда: А 

Ре Шов (1--*) 

При’рьшенши задачь по формулЬ [2] ($ 319) могуть представиться, 
нЪфкоторыя залрудненя. Такъ, для опредфлешя процента эта формула 
даетъ уравнеше степени (#--1)-й относительно т, которое вообще не раз- 
рёшается олементарно. Въ этомъ случаВ можно удовольствовалься при- 

ближеннымь рьшешемъ, которое нахолять слБдующимъ образомъ. Назна- 

чивъ для г произвольное число, вычисляють по формул [2] капиталь 4; 
если найденное значеше окажется менфе даннаго, то, замфтивъ, что съ уво- 
личешемь * увеличивается и А, даютъ ддя # другое произвольное зна- 
чеше, большее прежняго, и снова вычисляють 4; если это значеше, 
окажется все-таки меньше даннаго, то еще увеличивають г. Посль 
иЪеколькихь попытан находять для ” такое число, при которомъ 
вычисленное значеше А будеть весьма, мало отличаться отъ даннаго. 

Затруднеше представляегоя также и тогда, когда по формул [2] опре- 
дфляется время, потому что въ этомъ случав получаетсй одно уравнеше 

съ двумя неизвфотными Ри №. Затруднев!е это обходятъ, пользуясь сна- 

чала формулой [1] для вычиолешя цфлало числа, льть, & потомъ—форму- 
ой [2] для вычисленя #. 

Задача. На какое время надо отдать капиталь 
въ 5000 рублойпо 6 сложныхь процентовъ чтобы 
вм$сто него получить 6000 рублей? 

Мы не знаемъ, будеть ли искомое число цфлое или дробное. Предполо- 
жимь, что оно будеть цфлое. Въ такомъ случа можемь воспользоваться 

формулою [1] ($ 318), которая даетъ: 

6000==5000.1,06' или 6=5.1,06%, 

откуда, логариомируя, найдень: 
_ о 6—Тю85 _0,17815—0,69897 __ 0,07918 
= 108 106 ^^ 005 00282“ 

Значигь, нельзя предположить, что # есть число цфлое, и потому, если 
только въ задачз подразумбвается услове, что за часть года нарастан!е 
пдетъ по закону простыхъ процентовъ, мы пе имфемъ права, пользовалься 
формулою [1]. Но не трудно понять, что найденный изъ этой формулы 
результать невёренъ только относительно части тода, а не цёлаго числа 

25* 

3/1... 
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аьгь. Такимъ образомъ, мы можемъ вь формулЬ [2] ($ 319) на место { нод- 
ставить найденное число 3, послЪ чего получимъ: 

6000-50001 (1+ СЕ) ва б=бт (1+9 оо 

откуда: То (+°50 От =1.08 6—18 5—3 Тюк 1,06=0,00335. 

По таблицамъ находимъ: ЗЕ ы 1.0075; откуда &=45. 

СлВд, искомое время есть 3 года 45 дней, 

321. Основная задача на срочныя уплаты. 

Нфкто запаль а рублей но 5°/о съ услов1емь 

погасить долгъ, вмз ст$ съ причитающи- 
мися на него процентами, въ ф лфтЪъ, внося 
въконц& каждаго года одпу иту же сумму. 
Какова должна быть эта сумма? 

Сумма 2, вносимая ежегодно при такихъ условяхь, пазы- 

вается срочною уилатою. Обозпамиыъ опять буквою г 

ежегодныя процелтныя дельги съ 1 рубля, т.-е. число 2. Тотда 

кь концу 1-го года долгь а возрастегь до а(1--т), а за упла- 

тою 2 рублей онь сдфлается а(1-т)—я. Къ концу 2-го года 

каждый рубль этой суммы снова обратится въ 1+" рублей, и 

потому долгь будеть [а(1-г)—х {а -тг)=а(1-+)-—2(1-"), а за 
уплатою х рублей окажется: а(1-г)*—2(1--")—х. Такимъ же 

образомъ убфдимся, что къ колцу 3-го года долгь будеть 

а(1-Н—(а-г)—1--)-—2 п вообще къ концу го года онъ 

окажется: 

а(1-т — ат) аи... —з-- 
пли а(1-- "201+ а+® а... кана. 
Многочлен, стояций внутри скобокь [ ], представляегь сумму 

членовь геометрической прогресем, у которой первый членъ 

есть 1, послёдый (1--*)*, а знамепатоль (1--). По формулВ 
для суммы чнеповъ геометрической прогрессш ($ 293) находимъ, 

что этоть многочлень равепъ: 

и аа а+ фт 

а а —1 Е 



— 389 — 

ВелВдетвае 91010 величину долга посл +-0й уплаты можно 

паписать тавъ; 

1-1 
(1-5 а. 

т 

По условно задачи, долгь въ коищё гто года долженъ рав- 
няться 0; поэтому 

(1-е — @(1--г)!г 
х = +, = —\ а(1 + т) г: 0, откуда [ти | 

При вычпслеши этой формулы срочныхъ уплатъ 
помощью логариемовъ мы должны сначала найти вспомогатель- 
ное чело №=(1--")! по логариему: №0 №=# в (1-1); пайдя М, 

вычтемь изъ пого 1; тогда получиыь знаменателя формулы для 2, 
посл чего вторичнымь логариемирован1емъ найдемъ: 

Тов х=Тюв «108 г--№08 М—Тюв (М—1). 

322. По даннымъ тремъ изъ чиеелъ: м, а, г 

и : опредфлить четвертое. Та же формула можеть 

служить для рьшешя и такихь задачъ, въ которыхь извЪотна, 

срочная уплата, а, отыскивается или занятая сумма, или время, 

или величина процента. Изъ нея находимь: 

ан” 

(ат) › 

для опредфлешя времени: (1)! = 

для опредфлен1я долга: а== 

2—0” 
_ ов #— Тов (— ат) 

То (1-7) 

Въ послфдиемъ случа задача окажется невозможною, если 

Ч==ат, такъ какъ отрицательныя-чпела пе имЪюгь лотариемовъ, 

а Го 0=—со (слд., +=--00); певозможность задачи видна и 
а ром, такь какъ произведеше а” означаеть ежегодныя про- 
центныя деньги, а осли срочная уплата меньше процентныхь 
денегь, или равна имъ, то, конечно, долгъ не можеть’ быть мо- 
ташенъ ни въ какое число лфть. Задача также. невозможна, 
если для + получается дробпое чисто: заключающееся въ этомъ 

откуда: 
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дробномъ числь цёлое число п означать, что п срочными упла- 
тами долгь не покрывается вполн%, а -+-1 уплатами онъ по- 
крывается съ избыткомъ. 

Когда неизвзстна величина процента, мы получаемъ уравие- 
н1е степени (#+1)-й, которое элементарио можеть быть рёшено 

только приблизительно, посредствомъ подстановки въ формулу[1 ] 
на мЪото г произвольныхь чиселъ до тВхь поръ, пока но полу- 
читсл для х числа, близкаго къ заданному. 

328. Основная задача на срочные взносы. 

НЬкто впосить въ банкъ въ начан& ка- 
ждаго года одну иту же сумму аруб. Опре- 

дЪлить, какой капиталъ образуется изъ 

этихъ ежегодныхъ взпосовъ цо проше- 
ств1н { лфтъ, если банкъ нлатитъ по р 

сложныхь процентовъ. 
Обозначивъ черезъ г ежегодныя процентныя деньги съ 1 рубля, 

т ‚ разсуждаемъ такъ: къ ъонцу 1-го года канпиталь бу- 

деть а(1--г); въ началЪ 2-го года къ этой сумм прибавится 

а руб.; значить, въ ото время капиталь окажется а(1-^)-а. 
Кь концу 2-го года онъ будеть а(1-г)*--а(1--"); въ началв 
3-го года снова вносится а руб.; значить, въ это время капи- 
талъ будеть а(1-т)--а(1-")-На; къ концу 3-го года онь ока- 

экется а(1-т)з-ра(1--")-а(1+г). Продолжая эти разсуждешя 

далЪфе, найдемъ, что кь концу {-то года искомый кациталь А 

будеть: 

д=а(1 и)" На(т риа) г... На) = 
==а(а-- [ак На)... = 

ый (1-е рф ‚ „ (1-+7)--1 

аи) а-о— ара г у 

Такова формула срочных взносовуЪ, дфлаемыхь 
въ начал каждаго года. 
Ту же формулу можно было бы получить и такимъ разсужде- 

шемъ. Первый взносъ въ а рублей, находясь въ банкВ & лЪть, 
обратился, согласно формул сложныхь процентовъ ($ 318), 
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въ .а(1-®! руб. Второй взносъ, находясь въ банкЪ однимь 

тодомъ меньше, т.-0. #—1 лёть, обратится въ а(1-›)—" руб. 

Подобно этому трей взносъ дасть а(1--")—? и т. д. п, нако- 
нецъ, послЗдыйй взнось находясь въ банкЪ только 1 тодъ, 

обратится въ а(1-") руб. 
Зпачить, окончательный капиталь А руб. будеть: 

Да а аа +... аа ®, 

что, послв упрощевя, даеть найденную выше формулу. 

При вычислеши помощью логариемовь этой формулы надо 

поступить такъ же, какъ и при вычислени формулы срочныхъ 
уплатъ, т.-е. сначала найти число №М=а-н) по его логариему: 

Тюв М= ов (1--№), затЪмъ число №—1 и уже тогда логарие- 

мировать формулу: 

Тов А=108 а-Н1ов (1--®) Нов (М—1)—Тов г. 

Замъчания. 1°. Если бы срочный взносъ въ а руб. произ- 
водился не въ начал, а въ конц каждаго года 
(какъ, напр., вносится срочная плата х для погашен! я долга 
$ 321), то, разеуждая подобно предыдущему, найдемъ, что къ 
концу {то года искомый капиталь А’ руб. будеть (считая въ томъ 

числ и послЪдь!Й взносъ а руб., не приносяний процентовъ); 

А’ = ат ат... аа На, 

‚а ии, 
=, —ы—ы—— 

у 

т.-е. А’ оказывается въ (1-7) разъ менфе,.4, что и надо было 
ожидать, такъ какъ каждый рубль капитала А’ лежить въ банк® 

тодомъ меньше, чЪмъ соотвтствующий рубль капитала А. 

2°. Существують особыя таблицы, въ которыхь вышисаны 
значеня множителей: 

что равно А 

аи 
(+1 

а ие иБЕ (для срочи. уплатъ)и - (для срочи. вно 

<овъ) для разныхь ги #. 



ОТДВЛЪ (Х. 

Соединеня, биномъ Ньютона 
и непрерывныя дроби. 

ГЛАВА Г. 

Соединешя. 

824. Опредьлевне соединен! и ихъ раздВ- 

лен!е. Различныя.группы, составленныя изъ даппыхь пред- 

метовъ и отличающияся одна отъ другой пли порядкомь этихъ 
предметовъ, или самими предмегами, пазываются соедине- 
л1ями. Предметы, входящие въ соединешя, наз. эло- 

ментами и обозначаются буквами а, Ъ, с, 4... 
Соединешя могуть быть трохъ родовьъзз: разм щен!я 

(аттапвешет), перестановки (реги о1з) и со- 
четан1я (сошЫша101з). Разсмотримъ ихъ отдфльно. 

825. Размфщенйя. Разифщешями изъ данпыхъ и эле- 

ментовъ по # (п<т) называются таыя соединея, изъ ко- 

торыхь каждое содержить й олементовь, взятыхь изь даи- 
ныхьъ и олемептовъ, н которыя отличаютел одно отъ другого 
или порядкомъ элементовъ, кли самими элементами. 

Напр., слЪдуюцйя соединен:я представляють собою разм%- 

щеня изъ 4 олементовъ а, 6, с, 4 по 2: 
‚а, ас, аа, %с, 54, са, 

Фа, са, аа, 66, 4, ас. 

Изъ нихь нёкоторыя, напр. а5 и фа, отличаются только по- 
радкомъ элементовъ, а друмя, какь аб и ас, отличаются эле- 
ментами. 
РазиЪщешя изъ даппыхь ш элементовъ могуть быть но 1, 

но 2, по 3..., и, павонець, по т, 
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Иногда бываеть пужно знать число всевозможиыхь разм*- 
щенй изъ т элемоптовъ по п, не составляя самихъ разм$щешй. 

Условимся это число обозначать символомъ А (здфеь А есть 

пачальная буква слова атгапбетен ). Чтобы найти это 

число, разсмотримь пр1емъ, посредствомъ котораго можно со- 
ставлять всевозможныя размьщешя. 

Пусть памъ дано т элемептовъ: 

а, Ъ, с,...Ё, 1. 

Сначала составимь изъ пихь вс размфщен1я по одному. 

Ихь будоть, очевидно, т. Значить: А 1 =т. Теперь составимь 
всБ размфщенйя по 2. Для этого къ каждому изъ разм5щен!й 
по одному будемъ приставлять послфдовательно всв остав- 
ш1еся элементы по одному: 

а,‘ ас, а4,.. 0%, @1 (т—1 разм.) 
_]фа, 6е, 64,..5%, 61 (т-1 разм.) 

4 
}: а 

/ (т--1 разм.) 

Такъ, къ элементу а приставимъ послЪфдовательно остав- 
пцеся эломенты: $, с, 4,...К, №, кь элементу $ приставимъ по- 

слфдовательно оставишеея элементы: а, с, 4,...К, 1, ит. д. Такъ 

какъ всЪхъ элементовь т, то каждому размыфщенйю по 1 эле- 

менту соотвфтствуеть -т—1 оставшихся элементовь, и потому 

изъ каждаго размфщевя по одному элементу мы получимъ 

т-—1 размёщен!Й по 2 элемента, а всего ихъ будегь и(т-—1). 

Очевидно, что другихь разм щен!Й по 2 элемента быть пе мо- 

жеть. Такимъ образомъ: 

А =т(т-1). 

Чтобы составить теперь размЬщеная по 3, беремъ каждое 

изъ размфщешй по 2 и приставляемъ къ нему послФдовательно 
по одному всБ т—2 оставшихся элемента. Тогда получимь 
слёдующия соединешя: 

‘абс, аб4,...а6к, аё? (т—2 разм.) 
а, ас4,...аек, а*ф (т—9 раз.) 

Ща, ИИ {п—2 разм.) 

1 
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Такъ какь число размЬщенйй но 2 равно я(т-—1) и изъ ка- 

ждаго размфщешя по 2 получается т—? размфщеня по 3, то 

всЪхь такихь размфщешй окажется и(т—1)(т—9). 

Законъ этоть обладаеть общностью, такь какъ процессъ 

перехода оть размфщен изъ т элементовь по рф къ размЪ- 

щенямъ изъ т элементовъ по р--1 одинъ и тоть же для всякой 

величины р. 

Замфтивъ это, можемъ писать вообще: 

Ав=т(т—1)(т—2)...[т— (п—1)]. 

Такова формула размЪщен!Й; ее можно выразить 
такъ: „число веевозможныхь размфщешй изъ шт олементовъ 
по п равно произведенно л послФдовательныхь цфлыхь чи- 
веть, изъ которыхъ ббльшее ость м. Такимъ образомъ: 

АЗ=4 .3=12, 43=4.3.2=24, 44=8.1.6.5=1680, ит. ип. 

ПримЪры. Г. В классф 10 учебныхъ пред- 

метовъи 5 разныхъ уроковъ въ день. Сколь- 
кими способами могутъ быть распредф- 
лены уроки въ день 

Всевозможныя распредфлешя уроковъ въ депь представляють 

с0бою, очевидно, всевозможныя размёщен1я изъ 10 элемен- 

товъ по 5; поэтому вофхь способовъ распредзлешя будеть: 

АБ =10.9.8.17.6=30840. 

2. Сколько можно образовать цфлыхъ 
чиселъ, изъ которыхъ каждое выража- 
лось бы тремя различными значащими 
цыфрами? 

Искомое число представляеть собою число разм5щенЙ изъ 
9 зназащихь цыфръ по 3; елЪд., оно равно 9.8. 7=504. 

3°. Сколько можно образовать цфлыхь 

чиселъ, изъ которыхъ каждое выража- 
лось бы тремя различными цыфрами? 

Изь 10 цыфрь можно составить размфщешй по три: 

10.9.8=720; но изъ этого числа падо исключить число тьхь 
размьщенй по три, которыя начинаются съ цыфры 0; таких 
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размъщени будоть столько, сколько можно составить разм$- 

щенй по 2 изъ 9 значащихь цыфръ, т.-е. 9.8==72; слФдова- 

тельно, искомое число =720—78=648. 

326. Перестановки. Перестановками изъ данныхь т 

элементов паз. тая соединешя, изъ которыхъ каждое во- 
держить вов т олементовь и которыя отличаютея одно сть 
иругого только порядкомъ ихъ. Напримфръ, перестановки изъ 

трехь элементовь а, 6 и с будуть такя соединенйя: 466, ас, 

Фас, са, сад, ба. 

Изъ этого опредЪленя видно, что перестановки 

представляють собою частпый случай 

разм щен! й, а именно; перестановки изъ т элементовъ 
суть разм5щев1я изъ т элементовъ по т. 

Число всевозможныхь перестановокъ изъ т элементовъ 060- 
зпачается символомъ Р„ (здЪсь Р ость начальная буква слова 

регшм иба $1 оп). 
. Такъ какь Р‚„=Аж, 10 формула нерестановокъ 

есть слфдующая: 

Р‚= и(т—1) (т —2)...3.2.1=1.2.3... (т—Ют, 

т.-е. чиело веевозможныхть перестановокъ изъ # элементов 

равно пронзведенно натуральныхь чиеелть оть 1 до т"). 

Прим5ры. Г. Сколько девятизначныхъь чи- 
селъ можно написать девятью разными 
значащими цыфрами? 

Искомое число есть Р›=1.2.3.4.5.6.1.8.9=362880. 

2°. Сколькими снособами можно разм$- 

стить 12 лицъ за столомъ, на которомъ по- 

ставлено 12 приборовт? 

Число способовь=1.2.3...12=479001600. 

1) Произведене натуральныхь чисель оть 1 до % включительно обо- 
значается иногда сокращепно таль: и! Численная величина этого произ- 
веденшя растеть чрезвычайно быстро съ возрасташемъ т; такъ, при т==10 
это произведен даегь 3628800, пря 1=100 оно выражается числомъ, 

требующимь 158 цыфръ зля своего изображения. 
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3207. Сочетан1я. бочегашями изъ данпыхь и олемен- 

товъ по й (п<т) паз. тайя соодниешя, изъ которыхь каждое 

содержить № олементовь, взятыхь изъ данныхь и элемен 

товъ, и которыя отличаются одио отъ другого по крайней мъув 

оданыь олементомъ. 

Напримвръ, изъ 4 элементовъ а, Ъ, си @ сочетая по 3 

будуть: 

ас, афа, ас, 504. 

Сочетая изь т олемоптовъ могуть быть: по 1, шо 2, по 3... 

и, паконець, по и (въ посл®диомь случа получаотся только 

одно сочетан1ю). 

Изь опредфлешя видно, что сочетан 1я предста- 

вляють собою тё размвщен1я, которыя 

отличаются одно отъ другого элементами. 

Это обстоятельство позволяоть найти число вофхь сочетай 

изъ т олем. по ®, обозначаемос символомъ С» (здЪсь С есть 

начальная буква слова сошЪ:ва 1301). Въ самомь дЪлЪ, 

если, найдя вов сочетаня изъ т элем. по п, мы сдЬлаемъ въ 

каждомь изъ нихь воевозможныя перестановки, то получимъ 

вов размвщешя изъ“ элем. по п. НапримЪръ, сдфлавъ въ ка- 

ждомь изь написацныхь выше сочетохй изъ 4 элем. по 3 все- 

возможныя перостаповки, получимь воевозможныя размщешя 

изъ 4 олементовъ по 8: 

абс | аба | аса | 5с4 
а | а4® | аас | Бас 

фас | аа | са | $4 

фед | Бад | саа | са 
саь | 40% | 4ас | @6с 

фа | 46а | аса | 460. у 

Дфйотвительно, во-первыхъ, оти. соединешя суть различ- 

ныя размфщенуя, такь какъ опи отличаются одно оть 

другого или порядкомъ олементовь, или самими элементами; 

во-вторыхь, въ отихь соедицешяхь долины вотрётиться вов 

размыщовшя изъ 4 олемептовъ ло 3, такъ какъ, если бы могло 

быть размфщене, не вотрёчеющевси рь получены совдипе- 
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шяхь, 10 оно отличалось бы оть пихь пли порядкомь, или эдо- ментами; если порядкомъ, то это значило бы, что мы не сдфлали воевозможныхь перестаповокъ; если элементами, то это зва- чило бы, что мы не сдфлали всевозможныхь сочетан й. 
Изъ этого слдуеть, что число вефхь размфщен1й изъ т элем. по ® равно числу вофхьъ сочетан изъ т элем. по т, умпожен- ному на число вобхъ перестаповокъ, кая можно сдёлать изъ п олементовъ; другими“ словами: 

Ак =С». Ь,. 
Отсюда выводимь сл5дующую формулу сочетаний: 

А, тт... т-(и—1)] вы В вЫ (1) Рь 1.2.3..п 
4.3 4.3.2 о р в, а, ит.д. 

Такимь образомъ, (8 НЯ 6, 03 РЕГ. ит.д 

ПримЪры. 1°. Изь 10 кандидатовъ на одну 
п ту же должность должны быть выбраны трое. Сколько можеть быть разныхъ слу- чаевь? 
Искомое число, очевидно, представляеть число всевозмож- 

пыхь сочеташй изь 10 элементовь по 3, т.-е. 

10.9.8 
Сь= 

1.2.3 
= 120. 

2. Сколькими способами можно выбрать 13 картъ изъ колоды въ 52 карты? 
Искомое число представляетъ собой число сочеташй изъ 59 по 13, т.-е. 

52.51.50...40 
1.2.3...13 

828. Другой видъ формулы сочетаний. Фор- муль (1) можно даль иной видъ, если умножимь числителя и знаменателя ея па произведеше: 1.2.3 ... (тп); тогда въ числитолВ получимь произведеше патуральныхь чисель 

08= = 635 013 559 600. 
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оть 1 до т, а вь знаменател— произведене ватуральныхь 

чисель отъ 1 до п, умноженное на произведее патуральшыхь 

чисель оть 1 до т—п: 

с 1.2.3... (пт Р. 

"1. 2.3...0.1.2.3...(т—®) Р.Ри-н 
(2) 

329. Свойство сочетан!йЙ. Замфияя въ формул (2) 

® на п—п, получаемъ: 

би. 1.2.3... (пт а В 

ы 1.2.3...(т—п).1.2.3...т еее 

Сравнивая эту формулу с0 (2), находимъ: 

с=0=", 
т.-е. число сочетан1й изъ м элементовъ 

цо п равно числу сочетан1 й изъ т элемен - 

товъ по тэ. 

Кьъ этому выводу приводить и такое простое разсуждене: 

если изъ т элементовъ отберемъ какие-нибудь ®, чтобы соста- 

ВИТЬ ИЗЬ НИХЪ одно сочеташе, то совокупность оставшихся 

элемептовъь составить одно сочетане изъ тп элементовъ. 

Такимъ образомъ, каждому сочетанио, состоящему изъ ® эле- 

ментовъ, соотвфтствуеть одно сочетаще изь тп элементовъ, 

и наобороть; отсюда слвдуеть, что @=0=". 

Выведепное соотношене позволяеть упростить нахождене 

числа сочетанйй изъ т элемен
товъ по п, когда превосходить $ т. 

Напримфръ: 

ор ОО мо. 

ЗамЪчан!е. Такь какь (* есть число цёное, то фору 

мула (1) показызваеть, что произведен1е ® посл - 

довательныхЪ цёлыхь чисель дфлится на 

произведен1е м первыхЪ натуральныхъ 

чиселъ. 
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ГЛАВА ЦП. 

Биномъ Ньютона. 
830. Предварительное зам чане. Въ этой главЪ 

мы ставимь цфлью преобразовать степень бинома (а-5)", 
вЪ которой показатель т есть число цфлое и положительное, 
въ мпоточлепъ, расположенный по степенямь буквъ а и В (частные 
случаи такого иреобразовашя мы имфли уже въ формулахь: 
(а =а?-- 25-0? и (&-+68=02--34%6--3а5?--53). Для того 
предварительно найдемь произведене и биномовъ: ша, в, 
2-с,..., въ которыхъ первые члены одипаковы (мы ихь обо- 
зпачимь буквою 2), а вторые члены разные: а, В, с... ит. д. 
Найдя такое производене, мы затЪмь предположимъ, что и 
вторые члены одинаковы, т.-е. а=ф== 

381. Произведене биномовЪъ, отличающихся 
только вторыми членами. Обыкновенпымъ ‘умноже- 
шемъ находимь: 

(ва) (&-) = На-На наф ==а (а--5)=-Н а; 
ое Я-На-НБи-наБе-о = 
=? -(а-6)2 Раба -Н са? (ае-Боз-Нафе== 
= (а--Ь-одая (аб -Нас-Недж-афе. 

Подобно этому пайдемь: 

(На) (е Бероева) =ча-(а-о-не-адая- 
--(аф-ас-Наа-Нве--5а ед)? (афо-Нафа-аса--ъса)х--афед. 

Разсматривая получившяся произведешя, замфчаемъ, что вс они составлены по одному и тому же закону, а именно: 
Произведен!е иредетавляеть миогочлень, расположенный по 

убывающимь степенямъ буквы х. 
Показатель перваго члепа равенъ числу перемпожаемыхь 

биномовъ; показатели при ® въ слёдующихь членахь постепенно 
убывають на 1; послёдьйй члень не содержить г. 
Коэффищенть 1-го члепа есть 1; коэффищенть 2-го члена, есть сумма веЪхь вторыхь члоновъ перемножаемыхь биномовъ; 
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‘коэффишенть 3-го члепа есть сумма произведешй вторыхь чле- 

новъ, взатыхъ по два; коэффищепть 4-го члена, есть сумма пропз- 

веденй вторыхъ членовь, взатыхъ по три. 

ПослЬдий членъ есть произведен!е всЗхь вторыхь членовъ. 

Докажемь, что этоть законъ примфнимъь къ произведенйо 

какого угодно числа бпномовъ. Дия этого предварительно 

убздимся, что если онъ вфренъ для произведеня т бнномовъ: 

(ее (е-+о ... ею, 

то будегь вФренъ п для произведешя и--1 биномовъ: 

(ва) (е-Не-о) ... «+9 е-+-5- 

Итакь, допустимъ, что вфрно слфдующее равенство: 

беа) (е-не) оо) бет бит 5х ть 

гдф ©, означаеть сумму всБхь вторыхь членовъ, 5, сумму 

произведен изо всБхь вторыхь членовъ, взятыхь по два, 

Вз—сумму произведенйй изо всфхъ вторыхь членовъ, взятыхь 

по три, ит. д.; наконець, 5„ есть произведеше вовхъ вторыхь 

членовъ. 
Умноживъ 06 части этого равепетва на биномь 2-Е най- 

демъ: 

(е-рое-®)..@-Не--у еб иИ-Вим-- .-9,Ха-- = 
а И Ри 

рада" (5-11... (8-18-28. 

Разсматривая это повое произведеще, убфждаемся, что оно 

подчиняется такому же закопу, какой мы предположили в5р- 

пымъ для т бипомовъ. ДФйствительно: во-1-хъ) этому закону 

слфдують показатели буквы 2; во-2-хъ) коэффищенть 2-го члена 

5:-Н1 представляеть сумму вефхь вторыхъ членовь перемно- 

зкаемыхь бипомовъ, включая сюда и 1; кооффищенть 3-го члена 

8,18: есть сумма парныхь произведешй вобхъ вторыхь чле- 

новъ, включая сюда и В ит. д.; паконець, 15„ есть произве- 

деше воБхь вторыхь членовъ: а, В, с...К, 1. 

Мы выше видФли, что разсмолриваемый законъ вФрешь для 

4 бипомовъ; слЗд., по доказаипому теперь, онъ вфрень для 
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4-1, т.-6. для 5 бипомовъ; вели же онъ вфренъ для 5 бино- 
мовъ, то опъ в%репь и для 6 биномовъ, и т, д. 

Изложениое разсуждеше представляеть такъ называемое ‹до - 
казательство отъ т кь т-1>. Опо часто употребляется 
для показав я общиости какого-нибудь правила или свойства, 1), 

382. Формула бинома Ньютона и ея свойства. 
Предположниъ, что въ доказаниомъ пами фравенств%: 

(е-ра)(е-Го) ... (е-Н = бла” Ид" 2 бат... 8, 
во ‘вторые члены бипомовъ одинаковы, т.-е. а==б=о=... =. 

Тогда лфвая часть его будеть степень бинома (#-а)”. По- 
смотримъ, во что обратятся коэффищенты 8., 9,,...5.. 
Кооффищенть 8:, равный а-Р-с-|...-Н№, обратится въ та. 

Коэффищенть 5», равный а6-Нае+а4-..., обратится въ а^, 
повторепное столько разъ, сколько можно составить сочетанй 

т(т—1) 5 
Баертный С 

1.2 
Коэффищепть 85, равный афе--оБа-|..., обратится въ @8, по- 
вторепное столько разъ, сколько можно составить сочетай 

т(т—1 — 
въ ве) 28, ит. д. 

Наконець, коэффищенть 8», равный афе...й, обратится въ а”. 
'Такимъ образомъ, мы нолучимъ: 

изъ т олементовь по два, т.-е. онъ обратится въ 

изъ т олемептовь по 3, 

роет таит аи. 
-# 1 и аа... 

В ие „нат. 
У 1.8.3 

Это равенство извЪетно подъ именемь формулы би- 

1) Это доказалельство наз. также „математической инд ук- 
цтей“ или „совершенной индукцией“. ЗамВтичъ, что въ преды- 
дущихь главахъ этого учебника неоднократно продставлялся случйй при- 
иБнить доказательство оть в къ т--1 (напр. при выводё формулы ква 
драта, многочлена, $ 158, формулы для любого члена, прогресс, $$ 287 и 292, 
формулы оложныхъ процентовъ, $ 318, и др.), Мы этого не дЪлали только 
ради ‘простоты изложеня 

А Киовловъ, Азшебрь. 26 
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нома Ньютона (или просто бипома Ньютона) *). Раз- 

смотримь особонности многочлена, стоящаго въ правой части 
формулы (пазываемаго разложен1емъ бипома); 

1) Показатели буквы х постепенно уменьшаются на 1 оть 
перваго члена къ посл днему, при чемъ въ первомъ член пока- 

затель х равенъ иоказалелю степени бинома, а въ послёднемъ 

онь есть 0; паоборотъ, показатели а постепенпо увеличиваются 

на 1 оть порваго члена къ послфдиему, при чемъ въ первомъ 

членф показатель при а есть 0, а въ послфднемь опъ равенъ 

показалелю степени бипома. ВелЪдетти отого сумма показателей 
при хиа въ каждомъ член равна показателю степени бинома. 

2, Чиело везхъ члеповъ разложешя есть т--1, лакъ вакъ 

разложене содержить всВ послФдовательныя степени а оть 0 

до т включительно. 
3) Коэффищенть 1-го члепа равепь 1; коэффищенть 2-го 

члепа есть показатель степепи бинома; коэффищенть 3-го 

члена представляеть число сочеташй изъ т олементовъ по 2; 
хкоэффищенть 4-го члена—число сочеташй изъ т элем. по 8; 

вообще, коэффищенть (й +1)-го члена есть чиело сочеташй 

изь т олемешговъ по и. Наконець, коэффишентъ послдияго 

члена равешь числу сочеташй изъ т олемептовь по т, т.-е. 1. 

Замфтимъ, что всё оти коэффищепты наз. бином1аль- 

ными коэффиц1ентами. 

4) Обозпачая каждый члешь разложеня буквою Т съ цы- 

фрою внизу, указывающею мфото этого члена въ разложенш, 

т.е. первый членъ Т,, второй члепь Т, и т. д., мы можемъ 

написать: 

т с" апдейт Ю..т—(и—1)] пи 
аа Си 1.2.3... Ея 

Эта формула представлясть собою общЕй член разложешя, 

2 Исаакъ Пьютонъ, знамепитый ангийскй малематикъ, жилъ 

оть 1642 г по 1127 г Формула бинома не только для т ифлаго поло- 
зкительнаго, но и для отричалельнаго и дробнаго, была имъ указана 

около 1665 г Однако строгаго доказательства ся онъ недаль Для цвлыхъ 

подожилельныхь показателей формула, была впервые доказана Яковомъ 

Бернулли (1654—1705) съ помошью теори соединенй. 
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потому что изъ пея мы можемъ получить вс члепы (кромф пер- 
вато), подставляя па м%ето ® числа: 1, 2, 3... т. 

5) Коэффищенть 1-го члена отъ начала разложен!я равенъ 1, 
коэффишенть 1-го члена оть копца есть С», т.-е. тоже 1. Коэф- 
фищенть 2-го члена оть начала есть эп; т.-е. си, коэффищенть 
2-го члена оть конца есть С"; но С1=С"- ($ 329); коэффи- 
Щенть 3-го члена оть пачала есть 62. а 3-го члепа отъ копца, 

есть Си; но С2= т, и т. д.1). Зпачить, коэффищенты 
членовъ, одинаково удаленпыхь отъ концовъ разложеня, 
равны между еобою. 

6) Разсматривая бипозпальные коэффищенты: 

п\т-—1) т(т—1)(т—2) т(т—Т)(т 2)т—3) — 
1, т . 
РЯ вв ^ 1.2.8.4 

замфчаемъ, что при переходв оть одного коэффишента къ сл%- 
дующему числители умпозжаются па числа все менышя и мень- 

шя (на т—1, на т—2, на т—3, ит. д.), а знаменатели умно- 
жаются па числа все болышя и ббльшя (на 2, на 3, на 4, ит. д.). 
ВелЪдотв1е отого коэффищенты сначала возрастають (пока мно- 
жители въ числителВ остаются ббльшими соотвфтственныхь 
множителей въ знаменателЪ), а затмъ убывають. Такъ какъ 
коэффищецты членовъ, равноотстоящихь отъ концовъ строки, 
одинаковы, то члагь еъ пнанибольшимьъ коэффищентомь нахо- 
дитея поерединЪ разложешя. При этомь надо различать два 
случая: первый, когда показатель бинома число четное, и 
второй, когда онъ число нечетное. Вь первомъ случа 
число вобхь членовь разложеня нечетное; тогда посредин® 
будеть одипъ членъ сь наибольшимъ коэффищентомъ. 
Во второмъ случа число вефхъ членовъ четпое, п такь какь 
коэффищенты члеповъ, одинаково удаленныхь оть концовъ 
разложешя, одинаковы, то посрединв должны быть два 
члена съ одинаковыми паибольшими коэффищентами. 

2) Вообще, у (п-+1) го члена отъ начала коэффищенть есть Стаи -й 
членъ отъ конца занимаегь отъ начала, ряда мФето (т--1)—(я--1)-1= 
=тп--1; поэтому его коэффищенть есть С”; но С%=0”—"; слфд., 
коэффищенты у этихъ членовъ одинаковы. 

26* 
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ПримЪры: 1) (2--а*=-402--ба?а? --4аз-ой; 
2) (д-ра) =оз-- балл -1ба?а? 100242 -ба/5--05. 

7) Изъ сравпешя двухъ рядомъ столщихъ члеповъ: 

зт(ат—1). ..[т—{и-—1)] пери 
я 
1.2.3...% 

па т(т-—1).. [т-—(и—1) {т-—п) пари, 

м 1.2.3... (в ЕТ) 

слфдуеть: чтобы получить коэффищенть елфдующаго члена, 

доетаточно коэффищепть предыдущаго члена умножить ина 

показателя буквы Х въ этомь члеп% и раздфлить па чиело чле- 

новъ, предшествующихь опредЪаяемому. 

Это свойство коэффищентовъ зпачительно облегчаеть разло- 

еше; такъ, пользуясь имъ, можемъ сразу писать: 

(+ а)’ = а 7аз8-- 21° Зав" ре 

Тьи= 

Написавъь члепы до середины ряда, остальные получимъ 

основываясь па свойствВ 5-мъ: 

... Е ЗбайаЗ-- э1аба?- Табе а” 

8) Сумма вефхь бинозмальныхь коэффищентовь раза ры 

Дъйствительно, положивъ въ формул бинома х=а=1, получимъ: 

т(т—1) ‚ пт 1) (т 2) 
1--т- ть 
а а 

9) Замфиивъ въ формул бнпома Ныотопа а на —а, получимъ: 

1 
(ета) п ли... 

ра чм 
1.2 

и, слЪд., въ разложеши (2—а)” зпаки -- и — чередуются. 

10) Положивъ въ посл6днемь равенств® т=а=1, находимъ: 

т(т—1) т(т—1 (т к Е ) 
1.2 1.2.3 

т.е. сумма биномальныхь кооффицюнтевъ, стоящих на п6- 

т.е. (2—а)”=5”-—пи 

+ ..+(Ы-1)”, 
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четныхь мфогахь, равна сумм биномальныхь коэффищон- 
товъ, стоящихь на чегиыхъь мфегахъ. 

333. Практическйй праемъ. Когда 2 и & означають каж!я-лябо 
сложныл алгебраичесыя выражения, то, для удобства примфнен!я формулы 
бинома, обыкновенно поступать такъ: пишуть въ одной строкз коэффи- 
щенты разложеня; подъ «лими, въ другой строкф, соотвфтетвующя сте- 
пени 2, т.е. д”, 21, 9" —,.. 1 (ихъ удобиве писать, начнная съ конца); 

подъ ними, въ третьей строк, соотв ётствующйя степени а, т.-е. 1, а, а?, 

4,...”, залбмь поремножають соотафтственные члены трехъ строкъ и по- 
лученныя произведешя соединяють знакомъ -- , если было дано (2-а,”, и 
поперемфино знаками -- и—, если было дано (—а)®. 

Для примфра отыщемъ разложеше (4413—35): 

1 4 6 4 1 
25бавала 64а 160% 4 1 

1 3 958 2158 8101 
Э5биядт- — бзатфао- 86а —Ч3-абзат--8 10%, 

3384. Примнен!е формулы бинома къ многочлену. 
Формула бинома Ныюгона позволяеть возвышаль въ степень трехчленъ 
и вообще многочленъ. Такъ: 

(або = (а--о-ера--оАч4е(а--5) --веа--о- дева - Ве, 
Разложивь (4-5 4, (а--0)3, (а--5), окончательно получимъ: 
(а-о-ноай-- 4076-64624 053-59 -- 4але-- 12426 --13а69е-|-483е--бале?-|- 

-+124502-|-60202-|-4463--4068--с4. 
385. Сумма одинаковыхъ степеней членовъ ариеме- 

тической прогресе!и. Укажемь одно изъ интересныхь примвненй 
формуды бинома. Пусть имБемъ ариомегическую прогресейю, содержащую 
п--1 членовъ: 

авс... 1 
ели разность ея 4, то 6-=а--4, с=Ъ--а,.. 1-=&--4. Возвысивъ эти ра- 

вепства по формул бипома Ныотона, въ т--1 степень, получимь ® саф- 
дующихъ равенствъ: 

И Сео, аа. . рае, 

о ната фа т-- ры пр-ва, 

пре реа, дай, 

Сложивъ эти равенсгва и положивъ длл краткости: 
братии. К, 
партой. ее, 

НЯ 

8, 
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лолучимъ (члены: $® 1, 42А4+1 сократятся): 

ата а, +. ‚дааа, 

Изъ этого уравнешя опредфлимъ би, если извфотны бт, Яби-в»-. 91. 
Полагая послфдовалельно т==1, 2, 3.., найдемъ б., потомъ 5» затбмъ 
бь и т. д. 

386. Сумма одинаковыхъ степеней чиселъ натураль- 
ваго ряда. Примнивъ выведенное въ прецыдущемь параграфв урав- 

неше къ прогресс: 

212, 3,4... и, +1, 
получимъ: 

ет ды 
(печати би 

Полагая т-=1, найдемъ: 

(п-|-1)=1--28,--п; откуда: б:= а ео. 

При т==2 получимъ: 

Став новунн-ава Они, 
ее о _ ет аа г. 

откуда: в»= в 

ти ®---1)__ а и 

ет) т ых 
ть Вх ОВ 

При т==3 находимъ: 

(®--1)=1+-4954-66,-48;п=14-48:и(и--1)я--О-2ии-- 1), 
паоия-ний за и-- 18 _ (ие ее (Не 

Подобнымь же образомъ можно было бы найти 64, бь ит. д. 

Формулы для ш=1, 2, 3 полезно замюмнить: 

‘откуда: 9з= 

10. Сумма 5, первыхъь сте епей=1--2--3-|...-Н= ет 1). 

2. Сумма 5, квадраловъ==12-{-22--32-- ..-Ни?.=(1--2-. 

те |- 5, 
3°. Сумма &з кубовъ==18--23--32--...--и 
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ГЛАВА Ш. 

Непрерывныя дроби. 

337. Опредвлен!е. Непрерывною или цё иною 

дробью пазывается дробь вида: 

1 
а-- 

тдВ цзлое число а складывается съ дробью, у которой числитель 

есть 1, а знаменатель цфлое число а1, еложепное съ дробью, 

У которой чиелитель есть 1, а знамепатель цфлое число а», сло- 
женное съ дробыо, и т. д. (веЪ цзлыя числа предполагаются 

положительными, число а можеть быть 0). 

Дроби: 5, Е т, Е ит. д. паз, составляющими дро- 
Та; а а; 

бями или звеньями. Непрерывная дробь паз. конеч- 

ною или безконечною, смотря по тому, будеть ли 

У нея число звепьевь конечное пли безконечное. Мы будемъ 

разсматривать сначала только дроби конечныя. 
Нанисанпую выше непрерывную дробь сокращенио изобра- 

жають такъ: 

(а, ал, а», @з...). 

1 1 
Наприм$ръ, дроби: 3-- г на за 5 ты И 

сокращенио пзобразкаются: (3, 2, 1, 3) и (0, 2, 1, 17). 

838. Теорема. Веякую конечную непрерывную дробь 
можно обратить въ равную ей обыкновенную. 

Док. Непрерывная дробь представляеть собою рядъ ариеме- 

тическихь дЪйсть!Й падъ цфлыми и дробными числами, а именно: 
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сложеня (указывается звакомь --) п дфлешя (указывается го- 

ризонтальной чертой); если данная непрерывная дробь конеч- 

ная, то число этихь дйстй конечно, и мы можемъ ихь 

выполпить. Въ результатЪ получиыь обыкповенную дробь. Пусть, 

напр., имЪемъ такую пепрерывпую дробь: 

(2, 3,1, 92+ 1 
Е 
1+. 

Производимъ указапиыя дЪйствя: 

16 564.419 16 5_43 
В в" 21919 

Это и есть обыкповепная дробь, равная данпой непрерывной. 

889. Обратная теорема. Веякую положительную 
обыкновенную дробь можио обратить (развернуть) въ равпую 
ей копечпую непрерывную. 

А 
Док. Пусть дама обыкновенная положительная дробь в. 

Исключивь изъ неля цзлое число, получимъ: 

А г Ра 
вв’ 

тдь а есть цфлое частное, а г остатокъ оть дФлешя 4 ца В 

А 
(если дробь р правильная, то а=0 и г=А). 

Ы 
Раздёливъ оба члена дроби В па г, получимъ: 

тд а: есть цфлос частное, а г; остатокь оть дёлешя В на г. 
а 

Раздьливь оба члепа дроби —* ва г;, получимъ: 
т 
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ТД аз есть цЪлое частное, а т» остатокь оть дВлен!я на га. 

Продолакая этоть премъ далье, будемь послЪдовательно полу- 
чать: 

Такъ какь Вии, >т,>тз... и эти числа всф цфлыя, то, 
продолживъ этоть ирйемь достаточно далеко, мы дойдемъ, 
очевидно, до нфкотораго остатка, который будеть равенъ 0. 

Пусть т„=0, Я 
ы 7—2 

Тогда, путемъ подстановки, мы получимь конечную непрерыв- 
ную дробь, равпую данной обыкновенной: 

ЗамЪчан1е. Изь разсмотршя этого пр1ема слфдуеть, 
что числа а, ал, @з,...а, суть цфлыя частныя, получаемыя при 
послфдовательномъ дълеши А па В, потомъ В на первый остатокъ, 
перваго остатка на второй, и т. д. (иначе сказать, это суть цфлыя 
частныя, получаемыя при нахождеши общаго наибольшаго 
дфлителя чисель Ди В способомъ послЗдовательнаго дВлен1я). 

Велфдетые этого числа ал, ах, аз...а, наз. частными непре- 

рывной дроби. 

Прим$фры. 

1) Обратить въ непрерывную дробь число, 

Такъ какъ 4017 | то 405-21 
те" = 1 

1162 17 2+1 

653 т 
1 
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2) Обратить въ непрерываую дробь число т: 

Такъ какь 7120 то Ч 
1207 6 10 17+ 
Е 
07 

340. Подходяпия дроби. Если въ непрерывпой дроби 

возьмемъ нЪсколько звеньевъ съ пачала, отбросивъ вс осталь- 

ныя, и составлениую ими непрерывпую дробь обратимъ въ обык- 

новенную, то получимъ такь пазываемую подходящую 

дробь. Первая подходящая дробь получится, когда возь- 

мемъ одно первое звено; вторая — когда возьмемъ два пер- 

выхь звепа, и т. д. Такимь образомъ, для пепрерывной дроби: 

1 3 
8-5 Е 1 первая подход. дробь есть. .. т 

+ 17 
вторая > В > з+-=-, р но а=а 

1. 10. 
етья > > > 8-1 = 

к 19+ з 

Четвертая подходящая дробь представить въ этомъ примр® 

-точную величину пепрерывной дроби я. 

Когда въ непрерывной дроби нЪть цфлаго числа, то первая 

подходящая дробь есть 0. 

3841. Законъ составлев!я подходящих дро- 

бей. Составимъ для непрерывной дроби (а, ал, аз, @з...) нервыя 

три подходяния дроби: 

а 1 аа 
ут За 

1 а: 1 

3) те 1 =а+ - а о ЕАН 
“о. аа 1 аа 1 аа›--1 

2 а 

_(аа-а-та 
азаз--1 
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Сравшииь третью зодходящую дробь сь двумя первыми, за 

Утимъ, что числитель третьей подходящей дроби получится, 
если числителя второй подходящей дроби умножимъ на соот- 

вЪтствующее частиое (т.-е. на а») и къ полученному произведен ю 

приложимъ числителя первой подходящей дроби; знаменатель 

третьей подходящей дроби получится подобнымъ же образомъ 

изъ знаменателей продыдущихь двухь подходящихь дробей. 

Докажемъ, что ототь законь примфиимь ко всякой подхо- 
дящей дроби, слБдующей за второй. 

Теорема Чтобы получить чиелителя (й--1)-й подходя- 

щей дроби, достаточно чиелителя й-й подходящей дроби умно- 

жить па соотвЪтетвующее чаетное (т.-е. на @,) и въ произве- 

денно приложить чиелителя (и—Т)-й подходящей дроби. Зна- 

мепатель (й--1)-Йй подходящей дроби подобнымъ же епособомъ 

получаетея изь знаменателей й-й и (и_1)-й подходящих 
дробей. 

Употребимь доказательство оть ® къ (и-{1), т.-е. докажемъ, 
что если эта теорема примнима къ ®-й подходящей дроби, 
то она примфиима и къ (п--1)-Й подходящей дроби. 

Обозпамимъ 1-ю, 2-ю, 3-ю, и т. д. подходящйя дроби послЪдо- 

вательно тамь: 

Р.Р № РЕ Р, РР. 
99 в го. 9, 

п замтиагь, что соотв тотвуюлия имъ частпыя будуть: 

@, ал, @>.. ао, @ыл @,,.. 

Допустимъ, что вЪрны равенства: 

Р,=Р, 10, 4--Рь > „=, ча, 4-Е,» (1) 

Р, _Р‚, ла» а-Рь 
и, слфдовалельно, т ие. 1(2) 

9, 0. м, О, 2) 
Докажемъ, что въ такомъ случа® будеть вфрно равенство: 

Р.л _ Рьа, + Ра 

9,1 Ола,-- 9, 
(3) 
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Иаь сравнешя двухь подходящихь дробей: 

р, а 1 

Ч бр а 
ма, 

усматриваемъ, что (и--1)-я подходящая дробь получится изъ п-й, 

1 
если въ послфдией замВпимь число а, а па сумму а, - 

(и 

Поэтому равенство [2] даеть: 

:) в В (.. + а. + 

9 9, (.. + в + в. 

Раскрывъ скобки и умпоживъ оба члепа дроби на а„, нолучимь: 

Ри _Р лба Рь 4+ Рычаь _(Ры ча, 4 Рь а), +Рь 4 

9, ©, ла,-лаь+ @,+Оь-а, (ба, + 9,5) +0, 

Принявъ во вниман!е равепотва (1), можемь окоичательно 

написать: 

Рин _ Ты 
Чика Яо, ° 

Это и есть равепство (3), которое требовалось доказать. 

Такимъ образомь, если доказываемый законъ вфрень для п-й 

подходящей дроби, то онь будетъь в5ренъ и для (и--1)-й под- 

ходящей дроби. Но мы видвли, что онъ вЪренъ для 3-Й подхо- 

дящей дроби; слФд., по доказаниому, онъ примфнимь для 4-й 

подходащей дроби, а если для 4-Й, то и для 5-й, пт. д. 

ПримЪртъ. Составимь всё подходяния дроби дия слф- 

дующей непрерывной: 

145.1 == (2, 1, 8, 2, 8, 1, 5). 
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Вычислен1е всего удобифе расположить такъ: 

Цёлыя частныл: 13| 2131115 

2]8]13]2586] 111641 
Подход. дроби: тра [ва [ 0 281 40 [231 

Первыя дв подходяиия дроби найдемъ нопосредствепио; это 

будуть: } и 3. Остальшыл дроби получимъ, осповываясь па дока- 

запномъ закон8. Для памяти размфщаемъ въ верхпей строк% 

цЪлыя частныя, съ, 3-го до послЪдияго. 

842. Теорема. Точная величина конечной непрерывной 
дроби заключаетея между веякими двумя послФдовательными 
подходящими дроблмн, при чемь она ближе къ послдующей, 

чЬмь къ предыдущей. 

Док. Пусть имфемъ конечную непрерывную дробь: 

(а, аз, аз... @-, @л, и...) А, 

. величину которой обозначимъ черезъ А. Возьмемъ кавя-пибудь 
три послфдовательныя подходяция дроби: 

Ра Рь Ра 
‚>, . 

9. 9 бы 
По доказапиому въ предыдущемъ параграфь: 

Ри _ Рио, Рь 

Чьи О, 

Если въ правую часть этого равенства вм%сто а, вставимъ 
у=(а„,а,41...а,), то получимъ точную величину А непрерывной 

дроби; значить: 

Е: УР 
9,9-9,1 

откуда: А@у--40, „=Рьу-+Р, 1 или 49,у—Рьу=Р, 4—4 9,1 
и р, 

п, значить, , —)- -(<=—4). 
44-6) (= 

Изъ послЪдняго рарепства можемъ вывести два слЗдующихь 

заключешя: 

1) Такъ какь числа у, 9, п ©9,„_, положитольныя, то разности, 
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стоящя внутри скобокъ, должны быть одновременно положи- 

тельны, или одновременно отрицательны, значить: 

если А— 2-0, если 4: В.о, 
©, ни . 

Р„-: Ра то и 1 А>0 тои >= А<о 
— 9, 

если А> 2, если д<Р» 
т.е. 9. или <, 

у Ры- >А Рь <А тои тои "< А. 
9—1 | 9, 

Слфдовательно, величина А заключена между всякими двумя 
послфдовательными подходящими дробями. 

2) Такъ какь у>1 и 9,>0, 1, при чемъ числа ©, и ©, 

положительныл, то изъ того же равенства, выводимъ: 

па 
Отсюда слЪдуеть, что А ближе къ-”, чЧЁмъ къ 1 

©, 9, 
что и 

тробовалось доказать. 

Р: 
ЗамЪчан!е. Такь какъ, очевидно, Аа, т.-е. >, то 

1 

д<2, А> 2, абы т. д; те. точная величина непре- 
©. © ©, 

рывной дроби боле веякой подходящей дроби нечегнаго ио- 

рядка и менфе веякой подходящей дроби четваго порядка. 

343. Теорема. Разность между веякими двумя рядомъ 

стоящими подходящими дробями равна единиц, взятой ео 

зпакемъ -- илн — и дЪленной на произведеше знаменателей. 

этихь подходящихь дробей. 

РР, _ Рыз Она 
9. ©, 9,10, ° 

то очевидпо, что знаменатель этой разности удовлетворяеть тре- 
бованпо теоремы. Остается доказать, чло числитель равенъ 1. 

Док. Такь какь 
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Такъ какь: Ри = Ра, ЕР. и @,и=@,а,-- 9,1, 

10  Рь@,— Ф.чаРь= (Рьан- Р»1)@,— (б,а,-- 9, )Р,= 
-Рьа,@,--Р,—@,— @,аР,— @„—1Ры==— (Рь@,-г— Р,1@,). 

Выражеше, стоящее въ скобкахь, представляеть собою чис- 

м тр, 
лителя дроби, которая получится оть вычиташя изъ -^ дроби 

. 
Ру: 
6. . ОлЬд., мы доказали, что абсолютпая величина числителя 
Е 

, ‚ Р» > Рин дроби, получаемой оть вычитащя @. изъ ‚ равна абсо- 
И т 

лютпой воличииф числилеля дроби, получаомой оть вычитаня 
В. Р, 
бе. 1 изъ —"; другями словами, абсолютная величина числи- 

п—1 фт 

теля дроби, получаемой оть вычитая одной изъ другой двухь 

рядомъ стоящихь подходящихь дробей, есть число постоянное 
для воъхь подходящихь дробей. Но разность между 2-Й и 1-й 

подходящими дробими есть: 

Слд., числитель разпости между всякими двумя рядомъ 
стоящими подходящими дробями, по абсолютной своей вели- 

чин, равешь 1. 

Такъ, если взять примфръ, приведенный ва стран. 418, то 
пайдемъ: 

зат 3—9 Ш 1 86 95 —1 

фата зна в 
‚ит. п. 

СлЪдетвя. 1. Веякая подходящая дробь есть дробь но- 

Р, 
сократимая, потому что если бы дробь-" могла быть сокращена 

. 
на ифкотораго дЪлителя т>>1, то разность Р,0,_:—Р, 9, 

ДЪлилась бы на т, что невозможно, такъ какъ эта разность 

равна = 1. 

Ч. Вели омфого точной величины иепрерывной дроби возь- 
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момъ подходящую дробь &: ‚ те сдфлаемъ ошибиу, мельшую 

каждаго изъ трохь едбдующихь чнеель: 

т 1 1 

9.9." 9.9.9.” 91 
Дайствитольно, если А есть точнал величина Е 

Р, Ри. № 
численпо мепьше разности —— 

4, в 70 
1 

абсолютная величина, которой, по доказапному, равна, 90 

пя 

дроби, то разность 4: 

Сь другой стороны, такъ какъ @„.1= Фа, @.л, ТАБ > 1, 

то ©, 9, 9,1; слЪд., 

9,9, => 9,(6,-+09,-) и 
Е г 
и 
О) 

Р, 
и потому абеол. величина разности А—-* мепьше ——_——. 

- 9. Е 
Наконець, такь какь 9,.:>09,„, 10 9,.19,>%9,?, и потому 

1 1 

ИР 9,2` 
и: 

СлЪд., абсолютная величина разпости 4—9. меньше — 
0х 

Изъ трехь указанныхь предфловъ погрфшшости самый мень- 

1 
ий есть ———; но его вычислеше предполахаеть, что знамена- 

9,91 
тель подходящей дроби, сл$дующей за той, которую мы приняли 

за приближеше, извЪстепь, что пе всегда иметь мЪсто. Вы- 

г 1 
числеше предвла можеть быть выполнено только 

„(9 ©) 
тогда, когда извфотенъ знаменатель предшествующей подхо- 

Р 
дящей дроби. Когда же извфстпа одна подходящая дробь 5. . 

у 1 
вовможно только указан!е предъла погрешности а: 
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Напр., если мы знаемъ, что ифкоторая подходящая дробь 
дапной непрерывной есть $, то можно сказать, что 17 т0ч1о до 

о. Если, кромЪ того, знаемъ, что знаменатель предше- 

ствующей подходящей дроби есть, напр., 8, то можемь сказать, 
45 1 1 

что ту точво до 778)" 45° Наконец, когда еще знаемъ, 

что зпамоенатель слёдующей подходящей дроби есть, напр., 37, 
4 ы : 

то можемь ручаться, что и разнится оть точнаго значешя 

непрерывной дроби менфе, чВыъ на, чи-ва. 

344. Теорема. Нодходящая дробь ближе къ точной величин непре- 
рывной дроби, чВмъ всякая другая дробь оъ меньшимъ знаменателемь, 

ок. Допустимъ, что существуеть юбь*", менфе отличающаяся оть 5 
точной величины непрерывной дроби А, чЪиъ подходящая дробь Ро 

И 
пусть 9<0,. Докажемъ, что это предположеню невозможно. Такъ какъ 

Рь ближе къ А, чВиъ Ра, не бавже къ Д, чиь Ры то, и подавно, ® ближе 9» 9—6 $» 5 
кь А, чёмъ Ри, такъ какъ, кром® того, А заключается между Ри и», 9»— 9, 

Ри то абсолютная ведичина, разности 9 = больше абсолютной величины „ 
8 _Ри_ 

разности ;— 9 значить, обращая внима только на абсолютныя вели- "— 
чины, можемъ написать: 

1 
99, 50, 

@@-—1 >. 
Перемножийъ почденно эти неравенства (беря только абсолютныя вели- 

чины), по учимъ: 

1>0%,-—— ФР, 
Такъ кажъ ал, и БР», суть числа цфлыя, то это неравенство воз- 

можно только при услови: 

49, 4—5Р,1=0; откуда: “= Рь-. 
Г 

а в Но это равенство невозможно, такъ какъ, по предположению , ближе 

подходить къ 4, чёшь га тогда какъ о шо доказанному ($ 342), о и 
А. Кисоловъ, Алгобра, 2 
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больше разнится отъ 4, чфыъ С: Невозможность равенства, доказываеть, 
» 

певозможность сдФланнаго предиоложешя. 
Изъ доказанной теоремы слфлуетъ, чго подходяцёя дроби прелставляють 

просг5йш!е виды приближенЕй къ точному значеншю вепре- 

рывной дроби. 

345. Обращен!е несоизмЪримаго числа въ безконеч- 
ную непрерывную дробь Теорема 1 Веякое положительное 

несонзмЪримое число х можеть быть предетавлено въ вид% выражен. я; 

= (@, а,, а. ийи-ль 2), 

въ которомъ буквы а. а: а.... аи означають числа цфлыя положитель- 
ныя (ири чемъ а можеть быть и 0) и которыхъ число п можеть быть 
как угодно велико; буква же х оззачаеть иЪкоторое положительное 
цосоизмЪримое число, ббльшее 1. 

Док. Шусгь паибольшее цвлое число, заключающееся въ =, есть а (если. 

#<1, то эго цълое число равно 0). Тогла, 2 можно выразить суммою а-- 2”, 
тдВ есть н\которое пололительное несоизм $ римов число, мень- 

< 1 
шее 1. Введемъ новое число х» связанное съ х’уравиеи емъ: и 

й 
Тогда 2; должио быть положителицымь песоизм $ римымъ числомь, 

большимъ 1, и мы будемъ имфть: 
1 

а и) 

Преобразуя 2; такъ, какъ было сейчасъ сдБланно съ =, получимъ: 

1 
2.=а, += я (2) 

тд а, есть напбольшее цфлое число, заключающееся въ =; (ато число 
больше 0), а 2. нёкоторое несоизифримое число, большее 1. Вь свою 
очередь можемь положить: 

1 1 
2:03 +=; (3) +, (4) 

ит.д. безъ конца (такъ какъ всегда будемъ приходить къ положи- 
тельпому несопзмёримому числу хь, большему 1). 

Ограничивалсь я такими равенствами и сдфлавъ подстановки, найдемъ 

дая 2 то выражене, которое требовалось доказать. 
Такъ какъ число звецьевь съ цьлыми зпаменателями: а,-@» @;.... @и--ь 

можно осдЪлать какъ угодно большимъ, то говорятъ, чо всякое положи- 

тельшое несонзмЪримое чиело х обращается (развертывается) въ безко- 

цочную непрерывную дробь: (а, а, а» а....). Если примемъ ‘еще во вни- 



— 419 — 

мане теорему $ 339, то можемъ теперь сказать, что воякое положительное 
число обращаетел въ непрерывную дробь, конечную, если это чиело ©о- 
намфримое, и бозкопечную, если ошо поооизмЪримое, 

Теорема 2. Всякое песоизмЪримое чиело х можно разематривать, 
какь предфль, къ которому стремится неограниченный рядъ подходя- 

Ра Рь, Ра составленных для безконечной непрерывной 
©, ©: ©, 

дроби, въ которую обращается это чиело х. 

Док.’ Выраженю 14 а, а», ав. 2л\, выведепное нами для несоизм®ри* 
маго числа 2, отличаегся огь раземотрёиныхь ргньше конечныхъ непре- 

рывныхъ дробей только тБиъ, чго въ послфщнихь вс знаменатели числа 
цфлыя, а въ эгомь выружешщ знаменагодь 2» есть н ›соизхврихое число 
болыи е 1. Но, просмагривая доказалельства леоремъ $8 341, 342 и 343, 
мы видимъ, что въ нихъ нигдв не требуется допущеня, чтобы знамзна- 

тели отдфльлыхъ звеньель были непремфино цфлыми; поэтому можемъ 
сказать, что теоремы эти примвнимы и къ выражее 0, выведенному нами 

теперь для носоизмфримаго чиса х Въ чассности, напр., мы молемъ 

утверждать, что величина х заключается между каждыми двумя подходя- 

щими дробями, и чго если выфсто точной величины = возьмемъ какую- 

нибудь полходящую дробь Я то сдвлаемъ ошибку, меньшую 9 Такъ 
0 . 

какъ @,=0»0»—--@»—  ГДВ всЪ числа @ и а не меньше 1, то при не- 
ограниченномь уведичеши ® число ©, возрастаеть неограниченно и, слЪх., 

1 

9 
величина разности между постояннымъ числом я и перемвинымъ чис- 

Рь 
% 

возрасгани ® остается) меньше лю50'о положительнаго числа, какъ бы 

мало оно ни было. А это, согласно опредьленио предвла, ($ 296), озна- 

щихь дробой: 

дробь уменьшается безпредфльно; значить, абсолютная 

ломъ при достаточно большемь ® дБлается (и при дальнфйшемь 

Рь чаеть, что пред "=. 
% 

346. Пер!одическая непрерывная дробь. Такъ наз. безко- 
нечная непрерывная дробь, у которо» чаетныя повторяются въ одной 
и той же послфдовательносги. Таковы, напр., дроби: 

Чистая пер! одическая: Сы шанная пер!одическая: 

1 

1 2+0, 1 3+, 1 

2-. 
+. 

Точную величипу перодической непрерывной дроби можно опредфлить 
слфдующимь образомъ, 

27% 
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Пусть намъ извЪстно, что нфкоторое несоизмримое число = даеть 6ез- 
конечную непрерывяую дробь 

2=(@, а,. а... @, а, а, @,,... @н,-). 
Тогда, очевидно, можешь написать: 

х=(а, @,, @,„. Чи. 2). 

Р, 
Допустимъ теперь, что р есть тА подходящая дробь, которая полу- 

та 

чится, если мы остановимся на послфднемъ звенф перваго перюда, & ь. 
9» 

Ри 
и ее дв$ предшествующ/я подходящая дроби. Очевидно, что точная ве- 

Р, 
личива данной непрерывной дгоби получится изъ о, если въ посл$д- 

++ 

ней на мВото а» подставимь сумму а,+1. 

1 
Р, =) + Р, 

Но Риз Ры, Ра. обе (+1) + та 
Ча бы" 9, (с з 1-е 

м __Рьве РЕ Рь и (Р-Р Ра _ Рен, 
оне бы, ое ня 

Отсюда, видио, что 2 есть корень квадратнаго уравиевя: 

Фили (Ч Раза) —Рь=0. 
Это уравнеше имфеть вещес\венные корни, изъ нихъ только одинъ 

положительный; этоть корень и есть значение данной перодической дроби. 
Подобпымъ же образомъ можемъ опредфлить точную величину см Ьшан- 

ной перюдической дроби. Пусть 2=(@аа;. а 648, . 38 %...5т.. Г 
перюдъ образуютъ частный: 6, 8, 6;. „бл. Гога предварительно найдемъ, 
= 6ь...б 8, 84...), какъ указано выше, послВ чего х опредфличь 
изь равенства: 

— Ра Ра, 
— бы, 

Примфръ. Найти величину пер! одической дроби: 

Опредфлимь сначала уе + =3+5,1 

Н--.. ы 
—ы Т5у-ЕЗ-Ну 16-3, 

УЗ бут Я — 5" 
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1530.18 5560 154-285 5у—15у—3 И 

УТ _1У+5. (лёд. а Чу: 1-25 у =? р ы + 

7, УВВ 15547385 _409—У 85, 

3154/8520 65+3У385 166 

ГЛАВА ТУ. 

Н$которыя приложен!я непрерывныхъ 
дробей. 

847 Приближенное значен!е данной ариеме- 
Тической дроби. Когда числитель и знаменатель данпой 

несократимой ариеметической дроби выражены большими чис- 

слами, часто является потребность выразить эту дробь въ боле 

простомъ, хотя и приближенномъ, видЪ. Дая этого достаточно 
обратить даниую дробь въ ненрерывную и цайти ту или дру- 
гую подходящую дробь, смотря по желаемой степени прибли- 

жешя. 

Прим$ръ. Зная, что число *, представляющее 
отвошен{е окружности къ ея д1аметру, заклю- 

чено между двумя дробями: а=3,1415926 и =3,1415927, 

найти простфйш1я приближенныя значен{я т, 

. Обративь дроби а и В въ непрерывныя и взявь Только 

общ]я неполныя частпыя, найдемъ: 

х = (3, 7,.16, 1...) *). 

*) Нельзя допустить, чтобы число =, заключающееся между а п 5, бу- 
дучи разве нуто въ непрывную дробь, не сохранило бы какого-либо изъ 
тЬхь частныхъ, когорыя общи числамь аи ДЪйствительно, если до- 

пустичъ, чго какое-нибудь частное, напр., второе, было бы у числа х ве 7, 

какъ узиба меньше 7-и, напр 6, то тогда, сравнивъ два выражен!я: 

т=3+. 1 
1 

5+ Е 
и прунявъ во ввиман, что въ непрерывныхъ дробяхъ къ любому част» 
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Подходяпия дроби будуть: 

| [15 |1 
3 
1| 71 106 | 118 

23 
Приближеше т было найдепо Архимедомъ; оно вфрно 

о : - значить, и подавно вфрно до ы Число нев 
в аа ть, 160. 113 
было указа.о Адр!аномъ Мец:емъ; взявъ это число 

1 1 
вмЪфсто т, сдБлаемъ ошибку, мепьшую ————— = 
НОЯ Е 9 18. 83102 — 8740586 

т.е. во всякомъ случаз мепьшую 1 миллюпной. 

Приближешя Архимеда и Мещя, какъ четнаго порлдка, 

боле =. 

348 Извлечеше квадратнаго корня. Пусть тре- 

буется пайти Иа при помощи пепрерывпыхъ дробей. Разсу- 

зкдаемъ такъ: паибольшее цфлое число, заключающееся въ ум, 

есть 6; поэтому можемъ положать; 

Ут=в+: а 

1 Учеб 
Ун-в 5 

Такъ какь Уч равияется 12 съ дробью, то наибольшее 

Откуда: :=Ия —6; «= 

ному прикладывается число, меньшее 1, мы получили бы слфдующя 
неравенства: 

1 . 1 
6-.-< 7+. = 

т.е. => 

что противорфчить зазал!ю. Еод: допустимъ, что второе частное у числа п 
будеть бодьше 7-и, напр. 8, 10 тогда, сравнивъ два выражен я: 

а а=34 

Е 

1 
АЕ 

мы нашли бы, подобно предыдущему, что =«а что также противор®чить 

заданию. Зназитъ, второе частное должно быть 7. Также можно разъяснить, 
что и вс друмя частныя, обийя числамъ 4 и 6, сохранятся и у числа, т. 
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ЦАлое число, заключающееся въ дроби 
Ия-е 

5 
„есть 2; поэтому 

можемъ положить: 

9—5 ет (2) 

Им О ри а ое 

5 5у/я т Ия-4 

Уч 25 5 

Такъ какъ уя +4 равпяется 10 сь дробыо, то наибольшее 

У 41-4 
цВлое число, заключающееся въ дроби о! есть 2; потому 

можемь положить: 

Уп+4_ 1 
= о-|--. 3 Е=2+, @) 

ий 5 БОИ -- 6 
аа О 19 уче 

5 Ин—в 5 

Напбольшое цфлое число, заключающееся въ уя -{ 6, есть 19; 

поэтому можно положить: 

г=Уйч+е=н. [© 

0: 
Олкуда: - = 

# 

1 = 
Откуда: ;=Ич — 6; 9= 

Сравцивая выражеше для о съ выражешемъ для 2, находимъ, 
910 о==а. Пользуясь равенствами (1), (8), (8) и (4), получимъ: 

Уп 1 = 1 

12-... 

Такимъ образомь, У я выразнлся безкопечною перодическою 
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непрерывною дробью, въ которой частныя 2, 2, 18 перодически 

повторяются). Найдя подходяния дроби, нолучимъ прибли- 

женныя значешя У: 

| А 
6| 13| 32 | 397 | 896 | 2049 |... 
11 2[5| 62[129| 320]... 

Подобнымъ же образомъ найдемъ: 

У18=8, 1,1, 1,1,6, 1, 1..); Уз =, 2, 1, 1,2, 10..)). 
РР КалнНкЫ ыы 

‘перодь перодъ. 

849. Вычислен!е погариема. Пусть требуется вы- 
числить ор 2 по основано 10; другими словами, требуется 

рЁЬшить уравнеше 10*=2. Сначала находимь для х ближай- 

шее цфлое число. Такъ какь 10°=1, а 10%=10, то х заклю- 

1 
чается между 0 и 1; слЁд., можно положить, что х=-; тогда 

Е 

т 
10°’=2, или 10=2', Не трудно видфть, что 2 заключается 

г 
между Зи 4; слБд., можно положить, а 

а 

тогда 

откуда: 

сл5д.: 

'Испытанемъ находимъ, что 2: заключается между 3 и 4, 

1 
потому можно положить: О 

1) Можно было бы доказать, что непрерывная дробь, въ кото- 
ую обращается квадратный корень изъ полом итель- 
наго цфлаго числа, всегда пер!одична, при чемъ пе 

р:зодъ начинается со второго частнаго и посл днее 

частное въ персов вдвое больше иепер!одическаго 

частнаго. 



м 
1 

: [В з:()' 128. т ()^ 5 
о 9 7} =2:|-] =; или |) =-. а 4 125 125) + 

Сиова испыташемъ находимъ, что 2, заключается между 

Эи 10. Этоть пр1емъ можно продолжать далфе. Довольствуясь 

приближенной величиной 2, можемъ положить 2ь= 9; 

1 1 1 
з д=З+-,2=3+- Тиз=- 1 слбд., д 5’ Ре ЗЕ 

9 3+-. 
9 

Обративь эту непрерывную дробь въ обыкповенную, полу- 

28 
ЧИМЬ: 2= 58 = 0,30107. Этоть результать вфрень до 4-го деся- 

тичнаго знака; боле точныя изысканя дають: 2=0,3010800. 

350. Нахождеш!е нары рьшен!й неопредвленнаго урав- 
ненпя. Непрерывныя дроби даюгъ средство найти цьлыя рёшешя неопре- 
дЬленнаго уравнешя а2--фу=е Покажемъ это на слфдующихь двухъ при- 

мфрахъ. 
ПримЪръ 1. 432+ Гу=8. 

Возьмемъ дробь з и обратимъ ев въ непрерывную: 

а! =2+1,1 15 т. 

20 
Найдемъ теперь прехпосл$ дню ю подходящую дробь; это будетъ = 

Такъ какъ послёдняя подходящая дробь есть точное значеше непрерыв- 

43 20 
ной дроби, т.-в. 5, а ‚7 ‘сть подхолящая дробь нечетнаго порядка» 

то, на основанш теоремь 8$ 342 (зам чаие) и 343, можемъ написать 

4301. и : В т-рр отжы алло 

Чтобы уподобить посяЪянее тождество данному уравнению, умножимь 
ВСВ его члены на 8 и представимъ его такъ: 

43.56--15(-—160)-=8, 
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Сравнивъ теперь это тождество съ налшимъ уравнешемъ, паходимъ, 
что въ посл цнемъ за = можно принять число 56, а за у чисдо—160. 
Тогда всевозможныя рёшешя выразятся формулами ($ 276): 

2=56—15%, у=—160+-43ё. 
Эти формулы можно упростить, замбнивъ # на #--3 (что можно сдВлать 

вслБдетве произвольности числа #): 

д=56—15(--3)=11—15: у=—160--43(4+3)==—31--43& 

ПримЪфЬръ 2. 1=2—19у=5. 

Обративъ хробь 5 въ непрерываую, найдемъ: 

0+1 1 Предпослдняя подходящая дробь будеть з. Такъ ра 8 
а о 731 . 5 какъ опа четпаго порядка, 10 6 5= трротда: 

7.8—19 3=—1. 

Унноживъ всф члены эгого равенства на 5, получим: 

1.40—19.15=—5 паи 7.(—40)-19.(—15 =5. 
Сравнивая посльднее тождество съ дапнымь уравнешемъ, паходимъ 

что въ посаёднемь за 2 можно принять число—10, а за у чиело —15. 

Тогда, д=—40--19. у=— 

Эти формулы можно упросгить, ”амьнш # на #2: 

=—40--114--2)=—2--191, у=-—а5-ееН-2)-=-1+и. 



ПРИЛОЖЕНИЕ 1. 

(Вь развише и дополнеше главы \У1 ОтдЪла 1У. „Поняме 

о несоизмфримомъ числ“). 

Несоизм5римыя числа. 

1. Соизмвримыя и несоизмфримыя точки. Условимся 
называть любую точку числовой прям (см. $ 14) соизуЪримою 
или несоизм в римою, смотря по тому, предо'автяетъ ли она собою 

конецъ отрфзка, соизмвримаго съ ешницей длипы ии несо- 

изм Брихаго съ ией; при чемъ, конечно мы предполагаемь, что за 

начало озрьзковъ беротся одна и та же условлецная точка 4 (черт. 27) и 

—— 
об 
©_<-<———щ--- 

А вс 
Черт. 27. 

единицею длиры служить один и тотъ же опредвленный отрёзокъ пря- 
мой 6 Такъ какъ соизмфримые и несоизфримые отрфзки прямой могутъ 
быть и позожилельные, и отрицательные, то соизмфричыя и несоизмёри- 
мыя точки числовой прамой расположены и направо отъ начальной 
точки А, и наяЪво огь нея. Самоё точку А мы будемъ считать соизм®ри- 
мою такъ вакъ, можно сказать, она есть конець соизыфримаго отрфзкау 
рвнаго 0. Замбтимъ, что за позожительное ваправлен!е отрфзкогъ мы 

всегда, будемт, брать направлее слфва направо (указанное на чер 

тежЪ отрылкою). 

2 Теорема. Между каждыми 2-мя точками число- 
вой прямой (папр. между Ви С, черт. 27) существуетъ на 
этой прямой сонзм$ римая точка. 

Док Раздёлявъ единицу а5 на такое большое число п ратныхъ ча- 

стей, чтобы каждая часть была меньше огрьзка ВС, станемъ огкладыгаль 
одну Такую часть на числовой прямой, начиная оть точки А, по напра- 
вленио къ точкЬ В. Очевидно, что, при досталочномъ числВ отложений, 

мы возгда перойдемь за, точку В, при чемь по крайней мр$ одна изъ точекь 
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отложен!я упадеть можду Ви 0, напр. въ точку ДР. Такъ какъ образо- 

вавшййся при этомъ отрёзокъ АР будеть соизм$римъ съ единицею длины, 

то точка П и будеть та соизмвримая точка, которая расположена между 

Ви 5. 

СлЪдотв!е. Межху каждыниа 2-мя точками число- 

вой прямой существуетъ на этой прямой безчислен- 

ное множество соизм $ римыхъ точекъ 
Дъйствительно, по доказанному, между точками В и С существуеть со- 

измвримая точ! а О; но между В и Х, а также хежду С и ДР тоже суще» 
ствують соизмфримыя точки; между этими точками опять-таки лежать 
соизывримыя точки, и т. д. безъ конца. 

Замъчан1е. Можно было бы доказать, что между каждыми 2-мя точ- 
ками числовой прямой существуеть несоизы Фримая точка, и какъ 

слфдстые отсюдя вывести, чо между каждыми 2-мя точками числовой 
прямой существуеть безчисленное множество несоизхбримыхь 

точекъ 1), 

3. Каждая точка числовой прямой производитъ раздЪ- 
лен!е вобхъ соизмвримыхъ чиселъ на 2 клаеса. Свой- 
ства этихъ классовъ. Такъ какъ какдый солзмвримый еъ еданицей 
длины отрзокъ прямой можегъ быть точно выраженъ соизмфримымъ чис- 
ломъ (цвлымъ или дробнымъ, положигельнымь или отрицательнымь), то 

можно сказать. что каждой соизмфримой точкё прямой соотвфт- 

ствуетъ опредфленное соизмБримое число, именно число, выражаю- 

щее соизмВримый огр8зокъ. концомь котораго эта точка служигъ; если, 

напр., отрёзокъ АВ (черт. 27) выражается числомъ -|-2,, то точкф В соотвьт- 

ствуетъ это число --2; Замфтивъ это, мы можемъ сказать, что всякая 

точка числовой прямой, напр., точка 2 (черт. 27), производигь раздфдеше 
всвхъ соизмфримыхь чиселъ на тале 2 класса: 

классъ воёхъ тБхъ соизмфримыхъ чиселъ, которыя соотвфтетвують со- 

изыфримымъ точкамъ, зежащимь налф во оть взятой точки О (назовемъ, 

втоть классъ 1-мъ}; 
и клаосъ вобхъ тВхъ соизмфримыхь чиселъ, которыя соотвтствуютъ 

‹оизмфримымъ точкамъ, лежащем направо оть Д, и самой точк8 РП, 
води она принадлежить къ соизифримымь точкамъ (назовемъ этоть 
кааось. 2-мт). 

Блаесы этн обладають свойством, чт каждое число 1-го 

класоа мене каждаго числа 3-го класса. Дёйстви- 
тельно, изъ двухъ чисель, соотвётотвующимь двумъ точкамъ’ числовой 
прямой, то счилаегся меньшимъ, которое соотвфтетвуеть лВвойЙ точк; 
но каждая точка изъ тфхь, которымъ соотвётотвуютъ числа 1-го класса, 

1) Доказлтельство можно было бы обосноваль на теорем, что, {аго- 
иаль квадрата несоизыфрима, съ его стороною. 
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расположена лЪзфе каждой точки изъ тёхъ, которымъ соотвётетвують 
числа, 2-го класса; олд. каждое число 1-го класса мензе каждаго числа 
2-го класса. 

Если точка Ш, производящая указанное раздфлене, принадлежить 
сама кь несоимфримымъ точкамъ, то классы эти обладать еще 

другимъ слфлующимъ свойствомъ: 

въ 1-мъ класс не существуетъ числа наиболь- 

шаго, во 2-мъ класс не существуетъ числа наинень- 
шаго.> 

Чгобы убфдиться въ этомъ, допустимъ противное; напр , прелположимъ, 
что во 2-мъ классв есть число наименьшее (положимъ, +-3. Возьмемь на 

числовой прямой соизм®римую точку, соотв®тетвующую этому числу. 

Точка эта не можеть быть точкой Д. такъ какъ мы предположипи точку 2 
несоизм5римой; значить,’ она должна быть расположена направо отл, О; 
пусть это будетъ, натр., точка С (т.е. АС-=4-3. черт. 27): тогда меду 

БиС не будеть существовать ни одной соизиЪримой точки. Но это противо- 
рвчать теорем5 предыдущаго параграфа; значигь, нельзя допустить, чтобы 

во 2-щъ классБ существовало наименьшее число. Такъ же можно доказать, 

чго вь 1 мъ класев нфть наибольшаго числа. 
Эго свойство пересгаеть существовать. когда точка ПД. производящая 

раздБленше на классы, принадлежить сама къ соизмвримымъ; тогда, отнеся 
соизмБримое число, соотв Ьтствующее этой точкБ, ко 2-му классу какъ это 
мы дВтали), мы получимь вь эгомъ класеё наименьшее число, именно то, 

которое соотвфтствуетъ точкф Р (если бы мы это число причислили къ 1-му 

классу То въ эгомъ кдассБ было бы наибольшее число, именно, соотвзт“ 

‘ствующее точкВ 2). 

Если вмвсто точки 0, о которой мы сейчасъ говорили, возьмемъ какую- 

нибудь другую точку, напр, гочку С, то о ней, конечно, можно повторить 
все, сказанное о точкь.О. Но классы чиселъ, производимые точкою С, будуть 
не тв, когорые производятся точкою ДО, а именно, т$ числа, которыя ©0- 
отвётотвуюгь соизмвримычъ точкамъ, лежащимь между Ди С, относятся. 
ко 2-му классу въ раздБленш, производимомъ точкою Д, тогда, какъ въ раз- 
хВлеши, производимомь точкою (. они принадлежать 1-му классу. Значить 

каждой точ,В прямой соотвфтетвуеть свое опредзленное раз- 

дБлеше воёхъ соизм5римыхъ чиселъ на 2 класса. 

4 Раздфлене соизмвримыхь чисел на 2 класса, про- 

изводимое независимо отъ числовой прямой. Пзкажемъ 
на дву\ъ примрахъ, какъ иногда возможно, независимо отъ числовой 
прямой, распрелфлить вс соизмфримыя числа на 2 класса, обладающие 
‘указанными свойствами. 

Прлмёръ 1-й. ЗамЪтивЪ, что не существуеть никакого соизмфри- 

маго числа, квадраль котораго равнялся бы 2-мъ, мы можемъ разбить 

всв соизмфримыя числа на сяздующе два класса: 
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къ 1-му классу отнесемъ вс отрицательныя числа, число 0 и тё поло- 

жительныя числа, квадраты которыхъ меньше 2-хъ; 
ко 2-му классу огнесемь всв тЪ положигельныя числа, квадраты кото» 

рыхъ больше 2-хъ. 

Классы эти обладають слфдующими 2-мя свойствами: 
1) каждое число 1-го класса меньше каждаго числа 2-го класса; 

2) въ 1-мъ кдассв не существуеть числа наибольшаго, во 2-мъ клеев 

ине существуеть числа наименьшаго. 
Первое свойство безподезно доказывать по его очевизности. Для дока- 

зательств: второго свойства, допустимт, что “ есть какое угодно положи- 
тельное число 1-го класса ‘Тогда “?<? и, слЪд., 2— *>0. Замфтивь это, 
возьмемь положительное число ® настолько большимъ, чтобы оно удовле- 

творяло перавенству: 
2,1 
+ <2- 

что, конечно, всегда возможно (мы можемъ, напр., выбрать ® настолько 
большимъ, чтобы каждое изъ 2-хъ слагаемыхъ лЪвой части неравенства 

сдфлалось меньше половины правой части). 'Гогда: 

аа < т.е. (6+) <=. 

Отсюда видио, что соизмфримов числа а+1 припалаежать тоже 1-му 

классу, какъ и число а. Значитъ, каксе бы число а въ 1-мъ класс мы ии тзяли, 

1 
всегда возможио въ этомъ же классв найти число @а-- и ббльшее @; 

слАд., паибольшаго числа, въ 1-мъ класс не можеть быль. Тажъ же дока- 
зываотсл, что во 2-мъ класс не можегь быть числа наименьщаго 1). 

ПримЪръ 2. Образуемъ 2 класса соизм$римыхъ чиселъ слфдующимъ 
образомъ: къ |-му классу отнесемъ вс отрицательныя числа, чиело 0 и вс 

положительныя числа, меньышя --2 ;ко 2-му классу отнесемъ само число -|-2 

и вов болышя числа. Классы эти, виБщая въ себё вс соизм®ри- 
мыя числа, о’ладають, очевидно, свойствомъ, что каждое число 

1-го класса мепьше каждаго числа 2-го класса, но они не обладолть 
вторымъ изъ свойствъ, указаяныхъ въ приурф }-мъ, такъ какъ теперь 

во 2-мь класеВ есть наименьшее чиедо, именно --2. 

) Пусть 4 есть какое угодпо число 2-го класса; тогда 42 >2 и, с2%д. 

4А8—2>0. Возьмемъ положительное число в настолько большимъ, чтобы 
а 

А <А1—2; тогда: 2<— 24 т, т-е.2 < (4-я . Сяфдовательно, 

1 

в т 

во 2-иъ класс есть число А— =, меньшее, чфнъ А. Значить, въ этомъ 

классВ нанменьшаго числа пе можеть быть. 
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5. Допущэн!е. Примемъ безъ доказательства, какъ необходимое , 
допущение, слфдующее предложене: 

если какимъ-нибудь способомъ намъ ухахось уста- 

новить раздвлен!е вебхь соизмёрииыхъ чиселъ на 

так! е 2 класса—1-й и 2-й, что каждое число 1-го 
класса меньше каждаго числа 2-го класса; 

и если, выбрачъ произвольную единицу длины, 
мы отнесемъ, при помощи этой единицы, вс со- 

измвримыя числа къ соотвфтствующимь точкамъ 
числовой прямой, 

то на этой прямой существуетъ точка и только 
одна. которая служитъ границею, отд % ляющею область 
точекъ, соотввтствующихъ числамъ 1-го класса, 

отъ области точекъ соотвфтствующихъ числамъ 

2-го класса. 
Предложение это можно наглядно пояспить совершепно тажъ же, какъ это, 

мы дълали въ текст алгебры при устаповлени несоизмфримаго значешя 

——_ееен 
А УХ ВВВ ” 

Черт, 28. 
т 
У 6 204). Пусть точки &,, 6, &, ... (и вообщо точки $, черт, 28) числовой 
прямой будутъ соотвЪгствовагь чиеламъ 1-го класса, а точки В;, В.. Вз 
(и пообие точки В) будуть соотвЬтегвоваль числамъ 2-го. класса. 'Г.къ 

какъ, по услов!ю, каждое чи"ло 1-го класса меньше каждаго числа 2-го 

класса, то каждая изъ точекъ $ должна лежать эфнфе каждой изъ точекъ В. 
Вообразимъ, чго вс точки $, а 'акже и промежугки между ними, ‹ кра- 
‘шены въ какой-нибудь одинаковый цвЪтъ, напр , въ зеленый, и всЪ то ки В, 

а также и промежутки между ними, окрашены въ другой цвфтъ, нар. 
въ красный Такъ какъ точки $ лежалъ ЬвЪе точекъ В, то зеленая ч сть 

прямой не можеть зьхватигь краспую ея часть; сл ‚ меж (у этими частями 
должна, быть какая-нибудь гранииа. Если допустимтъ, чго между зеленою 
и красною частями прямой лежигь неокрашенный промежутокъ въ вид 
отрЪзка прямой. то мы должны тогда ирйти къ заключению, что на, этомъ, 
отрёзкВ нфгь пи одной со 'змвричой токи. Такъ какъ это невозможно, 
то такого допущения сдфлать н‘льзя; остаегся донусгить, что эти части 
раздвля отся одной точкою 1, напр.,-точкою Х (черт. 28). 

2) Значитъ, допущен состоить въ признани, что тамъ, гдЪ кончается 
зеленая часть прямой и начинается красчяя, находится точка пря- 
мой, и, слд, въ этомъ ыЪъетф прямая не имфеть перерыва; другиуи 
словами, допущеше состоигь въ признаны того свойства прямой, которое 

наз. кепрерывностью. 
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- О .точк8 этой мы будемъ гопорить, что она соотвфтствуеть данному раз 

двлению соизмвримыхъ чиселъ, или что она опредфляется имъ. 

Будеть ли точка Х соизмёримая, или несоизмфримая, это зависить от 
того, какой изъ слёдующихъ возможныхъ случаевъ имфеть мфсто; 

1) Если въ 1-мъ классь нВ'ъ наибольшаго чиела, но во 2 мъ класс ест! 
наименьшее число (какъ это было въ примфрЪ 2-мъ пзедыдущаго пара 

графа), то точка, Х будетъ соизмВримая, именно та, которая соотв®тетвуету 

наименьшему числу 2-го класса ‘числу --2 въ указанвомъ прим). 
2) Если во 2-мъ клаесв ифтъ наименьшал о’числа, по въ 1-мъ класс ест 

наибольшее число, (кажъ это было бы въ примфрё 2-мъ предыдущего пара 

графа, если бы число --2 мы причислили къ 1-му классу а не ко 2-му), 1 
точка Х окажогося, какъ и вь первомь случа, соиз Бримой;' именно, эт 

будетъ точка, соотв гствующая наибольшему ч слу въ 1-мъ клаес\, 

Замфтимъ, что этоть случай можно всегда свести къ случаю 1 му, если ме 

‘услонимся наибольшее число 1 го класса, если оно существует, переносит! 

во? классъ; тогда, въ [-чъ классв не будеть наибольшаго числа, а во 2-м 

класс окажется наименьшее ‘число. 

3) Если въ 1-мъ киассв ивть наибольшаго числа и во 2-мъ класс ит 
наименьшаго, то точка Х должна быть несоизм в римой, ДЬйстви 
тельно, если бы о га, была соизмвримал, то ей соотвфтетвовало бы нБкоторои 
соизмвримое число # Такъ какъ всф соизыфримыя числа мы рас 
предьлили на 2 класса, то это число & принадлежало бы либо ‹-му класс; 

и тогда оно было бы въ немъ наибольшим, либо ко 2-му классу и тогд! 

въ немъ было бы наименьшимъ *). 

6. Опредьлен!е несоизмзримаго числа. Условимся тово 
рить; чго въ обдасти соизмвримыхъ чисель произведено сз чен!е (ил 

разрВзъ), есди какимъ-нибудь путемь намъ удалось распредфлить вс1 
‘соизмвримыя числа на таке 2 класса, 1-Й и .-Й, что каждое числ: 

1-го класса меньше каждаго число 2-го класса. 

Всякому сВченио, какъ мы видвли, соотвВтствуетъ на числовой прямо! 

опредфленная точка, несоизмвримая, если въ 1-мъ классов нфть наиболь 

шаго числа н во 2 мъ классв нзть наименьшаго числа, и соизифримая, ес 
это услоше не выполнено. 

Всяко в свчеше ‘области соизмфричыхь чиселъ) мы будемъ называлу 
чиезомь при четь то сЪчеше, когорому на числовой прямой соотв®т 
ствуеть несоизмфримая точка, мы назовемь несоизывримымъ (ил! 

1) Невозможно допустить, чтобы одновременно въ 1-мъ класс$ существо 
вало наибольшее число @ и во 2-мъ классв существовало наименьше! 

число А. Двйсгвительно, есаи бы это тавъ было, то коз соизм®римыя числа 

заключающеяся между а и А (напр., среднее ариометическое этихъ чисель} 
не могли бы принздлежать ни .-му, ни 2-му кзассу, что невозможно, так 
какъ классы наши, по усховйюо, заключають въ себь вс соизмфримы; 

числа. 
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иррац!ональным) числомъ, а то сёчеше, которому на этой 
прямой соотвфгствуетъ соизиЪфримая точка, мы будемь отождествлять 

съ соизмБримымъ . числомъ, соотвЪтствующичъ этой точк®, т.-е. съ тёмъ 
числомъ, которое является напиеньшимъ во 2-мъ класс} (иди наибольщимъ 
въ 1-м1). Такъ, то сЪеше, котор е было нами указано въ примфрь 1-мъ 
$ 4, представляеть собою, согласно нашему опредвлен!ю, несоизмфримое 
число, & сЪ сне, указаппое тамъ же въ примрЪ 2-мъ, мы будемъ считать 

тождественнымь числу --2. 
Мы будемъ принимать, чго несоимфри мое, число, представляющее собою 

иЪкоторое обчеше, измБряегь тоть несоизмВримый огрфзокъ прямой, кон- 
Цомъ котораго служитъ точка, соотвфтствующая этому сфченйо. Такъ какъ 
этоть отрёзокъ больше соизмфримаго отрЪзка измфряемаго любымъ числомъ 
1-0 класса, и меньше с измфримаго отрёзка, измБрлемаго любымъ числомъ 

2-го класса, то мы примемъ, что несоизм$римое число, пред- 
ставляющее собою нз которое сфченте, больше каждаго 
соизмвримаго числа, входящаго въ 1-Й классъ этого 
офчен!я, и меньше каждаго соизм$римаго числа, вхо- 
дящаго во 2-Й его классъ. 

Несоизм6р 'мое число обозначають какимъ-нибудь знакомъ, напр., одною 
изъ буквъ греческаго алфавига: а, В, 1 8.. Иногда его обозначать такимь 
знакоположенемь: а=а/А, въ которомъ а означает обдэсть воЪхъ соиз- 
ифричыхъ чиселъ, состапляющихь 1-Й классъ, А озназаеть область воёхъ 
соизувримыхъ чисел, составаяющихь 2-Й классъ, и а—чиоло, опред\ля- 
емое сфчешомъ (оно можетъ быть и соизмримое); вертикальная черта въ 

этомь обозпа енш наноминаетъ, что вся область соизмфримыхь чиселъ 
разсвчена на 2 класса аи А. 

Песоизм$пимое число «=а/А считается извзстнымъ (или дан- 
нымъ), если виоли в извЪегны его классыви А, т.-е.если указанъ способъ, 

посредотвомь котораго о’всякомь соизчфримомъ числ мы можемь ршить, 

къ какому изъ классовь а и Аего надо отнести. Такъ, несоизмфрихое число, 
представляющее собою сфченше, указанное въ примЪрф 1-мъ $ 4, можно ечи- 
тать извбстнымь, погому что о всякомъ соизуфримомь числь мы можемъ 

рьшить, къ какому изь 2-хь классовъ эгого свче {я ого огнести; напр., 
число |,4 надо отнести къ 1-му классу, потому что 1,42=1,96, а 1,96<2; 

число же 1,5 нздо отнести ко 2-му классу, такъ какъ 1,52=2,25, а 2, 5>2. 

7. Равенство и неравенство несоизмфримыхъ чиселъ. 
Два, песоизм5римыя числа «= а/А и В=6/В считаются равными, если они 
представляютъ собою тождественныя сЪчения, т.-е. если ихъ первые 

классы ви Ъ, а также и вторые классы 4 и В, состоять соотвфтетвенно 

изъ одпихъ и тхъ же соизыфримыхъ чиселъ. 

Изъ двухъ неравныхъ песоизм 5римыхъ чиселъ то считается ббльшимъ, у 
котораго 1 й классъ обширнфе такъ, если классъ а содержитъ въ се # 

всЪ числа класса В и еще нъкоторыя не входашфя въ этоть ьяассъ (а входя» 

Пия, слфдо.въ классъ В), то число а==а/А считается ббльшим» числа в==$/В- 

А. Киовчань. Алгобра. 38 
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(сли одно изъ сравниваемыхь чиселъ, напр., в=за/А, несоизм®римое, - 

а, другое, напр., т, соизмвримое, то ихъ относительная величина, была уже 
опредфлена нами ран%е; именно: «>>т, если число т входить въ 1-Й классъ 

(классъ а) офченя, и а<т, если т входить во 2-й классъ (клёссъ 4) сфчешя 
а= в/А. ‘ 

Изъ этихъ опредвлен!Й слёдуотъ, что если числа а и В отнесены къ одной 
и той же числовой прямой, при одной и той же единиц8 длины, то на ней 
равнымъ числамъ соотвфтетвуетъ одна и та же точка, неравнымъ же чис- 

ламъ соотвфтствують 2 раздичвыя точки, при чемъ большему числу с0- 

отьфтотвуеть правая точка, & меньшему—лфвая. Это можно выразить дру- 
тими словами такъ: раввыя числа служалъ мфрою равныхъ (по величинв 

и папраи ленйю) отрзковъ прямой, большему числу соотвфтствуеть бблыш й 
отрфзокъ прямой. 

Легко усзотрьть, что свойства равенствъ и неравенствъ, 
вЪрныя для чиселъ соизм$римыхъ остаются также 
вфрными идля чиселъ несоизмвримыхъ, Такъ, если «==, 
то и В==а; если а==В и В=Т, ТО а==у, если а>В, то В<а; если «>В и 81, 
то а>1; и пр. 

8. Положительныя и отрицательныя числа Число 
в=а/А называется положительнымт, если оно больше нуля, 
и отрицательнымъ, если оно меньше нуля. Это значитъ, что 

въ первомъ случа число 0 входить въ ! лассъ а, а во второчъ случа оно 
входить въ классъ 4, На числовой прямой положительнымь числамъ с0- 
отвЪтотвують точки, расположениыя направо отъ начальной точки, & отри- 
цалельнымь числамь-точки, лежемщя налфво огъ нея. 

Два числа: а-=а/А и 8=8/В называются противоположными, 
если на числовой ирямой имъ соотвВтствують точки М и М” (черт. 29), рас- 
положенныя по разныя стороны о!ъ начальной точки О на разныхъ отъ нея 
разстояшяхъ; одно изъ эгихъ ч селъ положительно, другое огрицагельно 1). 

А 

Черт. 29. 

1) На черт. 29-мъ пунктирныя лин, у которыхъ поставлены буквы в 

А, и В, проведены съ цфлью наломнить значенте этихъ буквъ; тажъ, буква, а, 

означаеть совокупность возхъ соизмфримыхъ чисель, которымъ соотвЪт- 

ствуютъ точки, лежащя налфво отъ М; буква, А означаеть совокупность 
вовхъ соизмфримыхь чиседъ, которышь соотвствують точки, леожанря 
направо отъ М, ит, & 
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Изъ чертежа не трудно усмотрёть, что если прямую повернуть (въ плоскости 
чертежа) на, 180° вокругь точки О,то точки М и М’ помфняются мЪстами, 
& также помфняются мфстами классы: $ съ А и Всъ 4 Изъ этого слфдуеть, 

что ‘если числа 0=4/А и 8=МВ противоположны, то 
классы ви В состоять изъ чиседъ, противоположныхъ 
другъ другу, & также и классы 4 и В Эю можно выра- 
зить письменно такъ: ебли а==а/4А, то число, противопо- 
ложное а, всть—А/—а. Чисдо, противоположное а, выражаю: также 
и так: 

9. Приближенныя значеня несоизмзримаго числа, 
Приближеннымъь значев!емъ (или просто приближе- 

н1емъ) несоизмримаго числа а=а/А, съ точностью 

1 
№, (п цфлое положительное число), называется каждая изъ 

2-1 
двухъ робей: Зи (# цфлое число), между которыми 

заключается число а; меньшая изъ этихъ дробей наз. прибли- 

женомъ съ недостаткомъ, а ббльшая—съ избыткомъ, При 

п=1 эти приближешя точны до цлой единицы. 
Такъ какъ приближен съ недосталкомъ есть соизуёримое число, мень- 

шее а, а приближение съ избыткочъ—соизмфримое число, (бльшее а, то 

первое всть одно изъ чиселъ класса а, & вгорое--одно изъ чисел класса 4; 
1 

точифе оказать: первое есть наибольшое кратное доди „» заклю- 

чающееся въ классв а, а второе — наименьшее кратнов этой доли, 
содержащееся въ класс% 4. 

10. Теорема. Дзя всякаго даннаго несоизм $ римаго 
числа можно найти его приближен!я съ любою точ- 
ностью 

Док. Если число а=а/А дано, то это значитъ. что указанъ способъ, 
посредствомъ котораго о всякомъ соизмфримомъ числ мы м^жемъ уБшить, 
къ какому изъ двухъ классовъ: а или А оно принадлежитъ. Замфтивъ это, 

положимъ что требуется найти приближения этого даннаго числа съ точ- 
1 

ностью ДО =, › ГДЬ в есть какое угодно положительное цфлое число. Для 

этого составимъ леограниченный въ обф стороны рядъ чиселъ: 

Очевидно, что числа этого ряда, при достаточномъ ^удаден" направо, 
могуть превзойти любое число, какъ бы оно велико ни было, & при доста- 

точномь удалени налфво, они могуть сдфлаться меньше любого числа, 
какъ бы но мало ни было. Поэтому, испытывая эти числа, съ цфлью опре- 

дБлить, къ какому классу сфчешя в/А каждое. изъ нихъ озносится, мы 
28* 
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т 2 #41 
непремфнно дойдемъ до двукъ рядомъ стоящихъ чиселъ г. ре таких”, 

что меньшее изъ нихъ окажется принадлежещимъ классу а (и слЪд., будетъ 

меньше =), а большее — классу 4 (и, сяфд., будеть больше а). Эго и будуть 
и 1 

искомыя приближенныя значеня съ точностью ло -„. 

11. СлБдетв!е. Если дано сзчен!е а/4, то всегда воз- 

можно найти два так! я числа, одно изъ класса 4, дру- 
гое изъ класса а, что разность между ними будеть 
моньше любого дапнаго положительнаго числа (какъ 
бы мало оно ни было). 

Положимъ, напр., мы желаемъ, чтобы эта разность была меньше 0,01. 
Для этого найдемъ приближенныя значешя числа а==а]А съ точностью 

до такой дроби которая была бы меньше 0,01 (напр., до 0,001). "Тогда 

&-1 # 
мы будемъ имфть 2 числа: одно —_— › принадтежанцее классу 4, другое =, › 

принадлежащее классу 4, и таял, что разность между ними менфе 0,01. 

Зам чаы!е. Приближенныя звачешя двухъ песоизмфримыхъ чисель 
могуть служить средотвомъь для установаешя равенства ихъ, как 
это было объяснено въ лекотф алгебры (8 200). 

12. Десятичныя приблизжкен1я. Чаще всего приходится пахо- 
дить приближеня даннаго числа съ точностью до какой-нибудь деся- 

тичной доли единицы. Для примфра найдемъ съ точностью до 0,001 при- 

ближеня того несоизмфримаго числа, о которомъ мы уже неоднократно 

говорили, именно числа а=а/А, у котораго 1-Й класеъ а состоитъ изъ воёхъ 
отрицательныхъ соизм\римыхь чиселъ, числа 0 и тЬхъ положительных 

соизмфримыхь чиселъ, которыхъ квадраты меньше 2 хъ, & 2 й классъ А 
включаеть въ себЪ всз положитедьныя соизмримыя числа, квздралы ко- 
торыхъ больше 2-хъ. Для уменьшешя числа испытаШй будемъ вести на- 
хождене приближешй въ такой послёдовательносли: сначала найлемь 

приближешя съ точностью до 1, потомъ съ точностью до 0,1, зат мь до 0,01 

и, ваконецъ, до 0,001. 

Такъ какь 12<2<2?, то число 1 припаддежить первому классу, & число. 
2—второму классу; поэтому 1<а<2 Зиачигь, чиела 1 и 2 суть прибли- 

жешя а съ точностью до 1. 
Чгобы найти теперь приближеня « съ точностью до 0,1 достаточно 

испытать только рядъ чиселъ: 

11; 1,2; 1,3... 19, 
такъ какъ 1 и всВ числа, менышя 1, принадлежлтъ 1-му классу; а 2 и всё 

числа, большая 2-хъ, относлтся ко 2-му классу. Возьмемъ изъ указапнаго 

рада чисель какое-нибудь одно, напр.. среднее 1,5, и испытаемъ его. Такт 
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какъ 1,5322,25, что больше 2-хъ, то число 1,5 (и всЪ ббльшя) отпосятся 

къ 2-му классу. Слфдовательно, теперь надо_испытать только числа: 1,1; 

1,2; 153; 1,4. Находя квадраты эгихъ чисель, видимъ, что всЪ ови 
меньше 2-хъ; значигь: 1,4<л<1,5. Шоэтому каждое изъ чисезъ 1,4 и 1,5 

есть приближене а съ точностью до 0,1. 
Чтобы пайти теперь приближешя съ точностью до 0,01, досталочно 

испытать рядъ чисель: 

1,41; 1,42; 1,43;...1,49. 

Такъ какъ 1,412==1,9881 <2, а 1,422—2,0164>2, то 1,41<1<1,42. Нако- 
пецъ, чгобы пайти приближения до 0,001, достаточно испытать числа: 

1,411; 15412; 1,413;... 1,419. 

Возвысипъ въ квадратъ среднее число 1,415, получаемь больше 2-хъ, 
Значитъ, остается подвергиуть испытанио первыя 4 числа. Оказывается, 

что 1,4142<2 Зиалить: 1,414 <а<1,415, и поэтому каждое ‘изъ чиселъ: 
АА и 1415 есть искомое приблажениое значен!е числа, х съ точностью 

до 0,001. 
Теперь можно было бы находить ппиближешя числа а съ точностью 

до 00001, затЬмь съ, точностью до 0,00001 и т. д. При этомъ, какъ видно 
изъ самгго способа нахождешя, всв десятичные знаки приближеня съ 

1 
недостаткомъ сь точностью до тя переходять безъ измвнен!я 

1 
и въ приближеше съ недостаткомъ съ точностью до Тбтзт, При чежь къ 

знакамъ -огамъ добавляется еще одинъ новый зчакъ (который ивогда, мо- 
жеть оказаться и иулэмъ). Приближешя съ избыткомъ получаются 
изъ соогвЪгетвующихъь приближен! съ недостаткомъ посредетвомъ уси- 
леня послфдияго десятичнаго знака на 1. 

Беря изь двухъ найденныхъ приближешй только одно съ недостатгомъ, 

мы можемьъ написать: я=1,414... Точки, посгавленныя послЪ найденныхь 
цыфръ, означають, что къ эгимъ цыфрамъ можно было бы находить и 

слЪдуюцщия. 

1) Замфтимъ, что приближен я взятаго нами числа а мы могли бы найти 

ТВМЪ способомъ, когорый указывается въ алгебр лля нахождешя при- 

ближенныхь квадратныхь корней изъ 2хъ ($ 179). Въ самомъ дфлЪ, со- 

гласно опредфденио, приближенные квадуатные корни изъ 2-хъ, съ точ- 

ат 
ое 

1 = 
‘ностью до г. суть тая числа их которыя, удовлетворяють не- 

. з 
равенству (=) <<) $ лвл. = << мы однако нарочно при- 

ывпили въ текстЪ другой общий премъ съ цфлью на примфрз показать, 
какъ имъ слдуетъ пользовалься. 
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Подобнымь же образомь можно обратить въ десятичную 

дробь и всякое сойзмфримое число, но тогда, какъ известно изъ ариоме- 

тики, получается или конечная десятичная дробь, или безконечная 
пер! одическая. Если же мы обращаень въ десятичную дробь 

несойзм$римое число, то въ резуль:ал получается безконечная десятичная 

дробь, но не пер!{одическая. 

Дъйствя надъ несоизм$римыми числами. 

(При строгомъ изложеши теорш несоизмбримыхъ чисель мы должны 
къ тому, что было нами сказано о дфйстмяхъ надъ этими числами въ 

текстВ алгебры ‹см $ 201), сдьлать нБкоторыя разъясневя и добавлен} 
Изложихъ ихъ въ порядкВ дЪйстьИ). 

13. Сложен!е и умножене. Данныя нами въ алгебрЪ опред®- 
лешя этихъ дЬйствай подезно теперь вырази1ь нЪеколько иначе, а именно 

тать: 
1) Сложить несоизм&римыя числа а, В, 1... значить 

найти число, которое больше суммы любыхъ со- 
измфрииыхъ чиселъ, соотвфтственно меньшихъ чи- 

селъа, В. 1.., и меньше суммы любыхъ соизмфримыхъ 

чиселъ, соотв$тетвенно ббльшихъ чиселъ а, В, т. 
2) Перемножить положительныял несоизмфримыя 

числа а, В, т.. значить найти число, которое больше про- 

изведен:я любыхъ положительныхъ соизмвримыхъ 
чиселъ, соотв тственно меньшихъ а, В, 1.., и меньше 

произведен!я любыхъ соизим$римыхъ чиселъ, соотвфт- 
ственно большихъ а, В, 1... 

Докажемъ, что искомое число, о которомъ говорится въ каждомъ изъ 
этихь 2-хъ опредфленй, существуетъ и притомъ только одно при 
всякихь данныхъ чнелахъ а, В, т.. Для простоты мы ограничимся раз- 
смотрьшемъ случая, когда, данныхьъ чиселъ только два. 

Преиварительно замфтимъ, что любое соизмфримое чиело, меньшее дан- 

наго несоизм Бримаго, есть число, взягое изъ 1-го класса, а любое соизм%- 

римое число, ббльшее даннаго несоизыфримао, есть число, взятое изъ 
2-го класса сбчешя, опредфляющаго это несоизмфримое ч сло. 

Пусть намъ ланы два несоизыфричыя числа: а=а/А и В=Ъ/В Усло- 
вимся—всякое число, которое можеть быть получено сложешемъ любого 

числа, изъ класса а съ любымъ числомъ изъ класса $. называть числомъ 
„вида а--6*; подобно этому, всякое чисхо, которое можеть быть получено 

сложешемъ любого числа изъ класса А съ шюбымъ числомъ изъ класса В, 
мы будемъ называль числомъ „вида 4--В“. Замфтивъ это, составимъ слё- 
дуюшю 2 класса соизмёримыхь чиселъ’ къ 1-му классу (назовемъ его с) 
отнесемъ всВ числа, вида а--5 и всБ меньшя какого-либо изъ этихъ чисель; 
во второму классу (обозначимьъ его С) отнесемъ вс числа вида А--В и 



— 489 — 

вов ббльшя какого-либо пзь этихь чиселъ 1), Легко убфдиться, что классы 

оти обладалоть слфдующими 3-мя свойствами: 

17, каждое число класса с меньше каждаго числа класса С (потому что 

важдое а меньшо каждаго 4 и каждое $ меньше каждаго Ву; 

52°, въ класс с нзть наибольшаго числа, въ класоВ С нфтъ напмень- 
шаго числа, (такъ какъ, еси а и В числа, несоизмфримыя, то н®тъ наиболь- 

ших вифи нЫтъ ваименьшихь А и В); 
3, всегда возможво найти такое число Су, изъ класса С и такое число с, 

изъ класса ес, что разность С,—е, будеть какъ угодно мала, 

Дьйствительно, если допустимъ, что 0:=4.--В; и с:==а:-Нв, гдё Аз, Ву, 

а и В, суть камя-либо числа, соотвфтетвьнно изъ класовъ 4, В, аи Ъ, то 

С, — = (+В) — (а), — в)-НВ, — в). 

По свойству сч. шй а/А и &В каждая изъ разностей: 4, —а; и В, — в, 

можеть быть с\Блана какъ угодно малой ($ 11 этого приложевия); слфл., и 

сумма этихь разностей (а вотому и чиедо С, —с,) можеть быть сдфлана 

какъ угодно малой. 
Разсмотримъ теперь таке 2 возможные случая: 

_1) Пусть классы си С; включаютъ въ себ вез со- 

из мфримыя числа. Тогда, воелфастые свойства 1°, они образують 

сфчеше с/С, представляющее с0б0ю  нфкоторое единственное 

число т, когорое, велъдетые свой‹тва 2°, должно быть несоизм®ри- 
мымъ. Но несоизм Вримое число у=еС больше каждаго чи! ла, изъ класса с 

и меньше каждаго числа изъ класса С, т.-е. оно больше каждало числа 
вида а--0 и меньше каждаго числа рила А--В, слЪд., оно и есть то число, 
которое мы опредфлили, какъ сумму а-- В. 

2) Пусть классы с и С включаютъ въ себф не всё 

соизмё римыя числа. Изъ способа оГСразовашя этихъ классовъ 

слфдуеть, что тв соизмёримыя числа, которыя не вхолятъ ни въ классъ с, 

ни въ классъ С, должны быть больше всякаго числа изъ класса с и меньше 

всякаго числа изъ класса С. Докажемъ, что`такихъ чисель не можеть 

быть больше одного. Допустимъ, что существують 2 соизм$ри- 

мыхъ числа, Ми №, >М. которыя превосходятъ всё числа класса, с и меньше 
воъхь чиселъ класса С. Тогда, очевидно, разность между любымъ числомъ 
изъ класса С и любымъ числомъ изъ ктасса с должна быть больше раз- 
ности №, — М. Такъ какь это противорфчить свойству 3° классовъ си С, 
то, значигь, такого допущения одфлаль нельзя. Итажъ, если случится, что 

3) Дополненя: „вв меньшя какого-либо изъ этихъ чисель“ и „вс 

ббльшия какого-либо изъ этихъ чиселъ“, строго говоря, излишни, такъ 

какъ можно доказаль, что всякое соизмЪримое число, меньшее какого-либо 

числа, вида а--5, есть само число вида а--5, и всякое соизмёримое число, 

ббльшее какого-либо числа вида 4--В, есть число вида А--В. Дополнея 

эти мы и сдфлали только для того, чтобы не тратить ни времени, ни мета 

на это доказательство. 
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паши классы выфщають въ 0еб8 не в0® соизуфримыл чнола, то тогда ваз 

классовъ стоить только одно соизмфримое число, которое больше вся- 
каго числа вида а--6 и меньшо всякаго чцола вида, А--В, это соизм5римое 
число и есть сумма «--8. 

Докажемт тенерь существовалйе числа, которое мы опредФлили, какъ 

произведен!е положительныхъ несоизмьримыхъ чиселъ а==0/4. 
и 8=/В. Обозначивъ буквами а’и У’ какл угодно положительныя 

числа, взятыя соотввтогвенно изъ классозъ а и 6 (', сафд. соотвьт- 
сгвоино мезышя чиселъ а п В), составимь г класса, соизмЬримыхъ чиселъ 

слфлующимъ образомъ: къ одному классу (обозначимь его с) отнесем вов 
числа вида а’, и всЪ меньшая любого изъ такихъ чисолъ (слдВд., между 

прочимъь вов отрицалельныя соизм!римыя числа и число 0); къ другому 

классу С отнесемь всф числа вида АВ и ббльчия какого-либо изъ этихъ 

чисолъ '). Классы эти обладаюгь зьми же 3-мя свойствами, кая мы 
указали выше для классовъ, образованныхь для доказательства существо- 

ваня суммы а--3. Первыя два свойства почти очевидны; третье можно 
доказать такъ. Пусть 0, =А.В; ость кахое-нибудь число изъ класса 0 и 
с.=08, какое-нибудь число изъ класса с, положимъ още, что А, — а: ==р и 

В, — =. Тогда: 

0; — = А.В; — ор (а, 9) + - вы =р--аа+ 4. 
Возьмемъ какое-нибудь соизмьримое число 21, когорое было бы больше 

казждаго изъ чисель о и в; оно будель, и подавно, большое каждаго изъ чи- 
сель а; и 6. Поэтому 

С, — «<«МР--Ма+4 т-е С, — «< М (р++9 +4. 
Такъ какъ по сво ‹ству сёчеши ($ 11) числа р-=А, — а; и 4=В,—В, могутъ 

сдвлалься какъ угодно малычи, то правая часть посльдняго неравенства» 

& сльд, и его лЬвая часть, можеть быгь также сдфзана какъ угодно малой“ 
Во всемь дальнф1шемъ доказательство для производеня а3 совершенно 

одинаково съ изложепиымь выше доказательсавомьъ для суммы «--8. 

Замъчан1я. 15. Опредьлешя сложешя п умножения несоизмфримыхь 
чисель ие находятся въ противорёчии съ опредфде ‘ями этихъ дфистий 

для чисель соизмьримыхь; папр., сумма т--® соизифримыхь чиселъ, ко” 
ночно, болБе суммы любыхъ соизмЬримыхъ чиселъ, соотвфтетвенно мевь- 

ших! тип, и меньше суммы любыхь соизм Ьримыхъ чиселъ, со твЬтетвенно 

большихъ т и п. Цо само собою разумЪотоя, чго вели соизмёримыя числа 
тои п даны, не какъ свчен!я, то дваствя падъ пими производятся 

независимо отъ указанныхь опредьхен 
29, Если нфкоторыя изъ данныхь чисель соизмфримыя, а друбя несо- 

измвримыя, то хотя указаннья выше опредфаеня сложеншя и умноженя 

примьиимы и въ эгомъ случав, однако ихъ подезно тогда иЪоколько 

2) Здвеь можнот сдфиаль то же замбчане, какое мы сдьлали въ вы- 
носкв на предыдущей страпицВ. 
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упростать (кажъ 810 было нами указано въ алгебр, $'201\; вамр., если, 

а=ва[А есть число песоизмЪримое, & т числ › соизмёримое, то сумна, «--т 
есть число, ббльшее каждои суммы вица а--т и мевылее каждой суммы 

вида А--т Въ частности, папр., я--0=га, а. 1 ева. 
3. Произведен, въ которомъ какой-нибудь сомножитоль есть вуль, 

принимае:ся, по опредфлению, равнымъ 0. 

14. Основныя свойства еложен1я и умножен!я. Эти 
свойства для песоизмфримыхь чиселъ осгаюгся тв же самыя, как! я 

были указаны для чиселъ соизмёримыхъ, что можно для 
каждаго своисгва, показать тчкъ, какъ мы это сейчась сдфлаемь для рао- 

пред лительнаго свойства умножешя. Пусть а, В, 1 будуть поло- 
зжительныя несоизмфримыя чцела; требуется доказать, что 

(а. 
Обозпачимь буквами а, $ с любыя соизмфримыя положительныя числа, 

соотвЪтегвенно меньшия чиселъ а, В, 1, и буквами 4, В, С любыя соизм$- 

римыя числа, соотвЬгогвенно ббльшя чисел а, В, т. "Тогда согласно опре- 
дфлешямъ слолешял и умложешя, лЪвая часть доказываемаго равенства 

представляеть собою число, большее каждаго числа, вида (4--5,с и меньшее 

каждаго числа, вила, (44 В с, правая же часть того же |авенства, есть 

число, большое каждаго числа, вила ас--% и меньшее каждаго числа вида 

АС-+-ВС Но любое число вила а--0 с, согласно распредфлительному свой- 
ству умножешя вь примвнени къ ‹оизмфримымъ числамъ, есть также и 

число вилла, ас--фе, и любое число вида (А--ВС есть также и чисдо вида 
АС--ВС слЪд, обь часги доказываемаго равенства, представляють собою 

одно и то же, число и по1ому равенство это вфрно. 

15. Возвышен!е въ отепень. Пусть а есть какое-нибудь поло- 
жительное песоизмБримое число и а, а», @з.. а, кая угодно поло- 
жительныя соизмримыл числа, менышя а, а А;, А», Аз. Ая кая угодно 
соизмьримыя числа, болышя а. Тогда выражеше о”, прелставляющее 
с0б0ю. по опрелвлоню, ироизведеше ® одинаковыхъ сомпожителей: ава .. в, 

есть нВкоторое число 1, которое, согласно опредъяенио умноженя, больше 

каждаго п, оизвеленя @;4;а, а„ и меньше каждуто произвея А, АзАз, „Ая. 
Докажемъ теперь предложеше, принятое нами въ куреВ алгебры безъ до- 
казательства ($ 201, .°,, а именно, чо это число 1 есть въ то же время 
такое число +’, которое больше яой степени любого положи- 

тельнаго соизмфримаго числа а, меньшаго а, и меньше 
п-ой стопени любого соизмвримаго числа А, ббль- 
шаго а. ДАйствительно: 

число 1 должно быть больше каждой степени а”, потому что степень эта 
ъпредставляеть собой час1ный случай произведеня аа» @л (тотъ случай, 

когда всё отд сомножители равны), & число 1, по опредфленио, больше 
всякаго такого произведен!я; 

обратно, число 1’ лолжно быть больше каждаго произведеня а:аз. аи, 
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потому что это произведеше не больше я-Й степени наибольшаго 

изъ чиселъ а;,4»...0, & число 1’, по опредфленйо, больше я-й степени 

„любого изъ этихь чиселъ. 
Такъ же убъждаемся, что число 1 должно быть меньше каждой степени. 

А", и, обратно, число 1’ должно быть меньше каждаго произведеня 

ААА 
Отсюда сдфдуетъ, что 1==т, и такъ какъ, во свойству умноженя, число у 

сущес:вуеть только одно, то и число 1’ также должно быть един- 
ственнымъ. 

16. Вычитан!е. Данныя нами въ курсВ алгебры ($ 201, 4°) опре- 

дБлешя обратныхъ дъйств!Й: вычитанзя, двленя и извлечешя корвя 
(одинаковыя для чисель соизмфримыхъ и песоиз-$римыхъ) не требують 

какихъ-л160 изыфпевий или дополнений. Намъ нужно только доказать, что 
тВ правила вычиташя ($ 23) и дёленя ($ 41), которыя были указ:ны 

раньше для чиселъь соизмфримыхъ, примфнимы вполн® и къ числамъ не- 

соизм Бримымъ. 
Общее правило вычитан!я. Чтобы вычесть какое 

нибудь число, достаточно къ уменьшаемому прило 
жить число, противоположное вычитаемом у. 

Требуется доказать, что а —В8=2-+-;”, если 6’ есть число, противопо- 

зожное В. Для доказательства найдемъ сумму: (а--/)--3, котор\ ю, согласно. 
сочетательному свойству сложеная, можно ваписать такъ: а--(5’--В) Дока- 

жемъ, что В+ Ё=.. Если В=5 В, то, какъ мы видЪфли ($ 8 этого прил.), 
= — В/—5. Тогда, по опрелфленио сложешя, сумма В--;’ есть число, 

ббльшее каждаго числа вида 5--( — В,=5 — В, и меньшее каждаго числа 
вида В--(—6=В—® Такъ какъ всякое $ меньше всякаго В, и, кромВ 
того, разность В — В можеть быть какъ угодно мала и какъ угодно велика, 
то числа вида $ — В суть всв отрицательныя соизмфримыя числа, 

& числа вида В— 6 суть всё положительныя соизмфримыя числа: 

число же, большее первыхъ и меньшее вторыхъ, есть только 0; значить, 

В--=0. Тогда, будемъ имёть: 

(ана) =а0==а, 
Сльдовалельно, согласно опредфден!ю вычиташя, разность «— В дЪйетви- 
тельно равна сумив а--5. 

Другое опредълен!е вычитан1я. Пусть а-=а/А и 8=/В; тогда, 
= — В/—Ь, и потому сумма а--5’ есть число, ббльшее каждаго числа 

вида «-- —В)=а— В и меньшее каждаго числа вида А--(—5)=А— 5, 
Сльдовательно, мы можемъ вычитая:е опредфлить и такъ: 

вычесть изъ числа а==а/А число 8=6/В значить найти 
число, ббльшее любого числа вида а—В и меньшее 
любого числа вида А— 5.3 3, 

Сльдетв]е. Допустимъ, что а>8. Это значить, что классъ а обширн®е 
класса 6, т.-е. что въ классф а вотрфчаются и тая „числа, которыя не 

рт 
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ЪХОДЯТЬ БЪ КлассЪ $, а входить, слФд., въ классъ В. Тогда, очевидно, среди. 
чисель вида а — В находится также и число 0; вслдстве этого разность 
«— В, которая больше всякаго числа вида а— В, должна быть больше 
нуля, т.-в. эта разность есть число положительное. 

Допустимъ, что а<В. Это значить, что классъ $ обширнЪе класса а, 
т.е. что въ классф 6 встрьчаются и тавя числа, которыя не входять 

въ классъ а, а входять, слфд, въ клвссъ А. Въ токомъ случа, очевидно 
среди чиселъ вида $ — А находится также п число 0. Поэтому разность 

«—В, которая меньше всякаго числа вида $ — 4, должна быть также 
меньше нуля, т.е. эта разность есть число отрицательное. 

Огсюда слфдуетъ обратное заключение: если “— 8>0, то а>В и если 

— < 0, то а<В. 
Такимъ образомъ, это соотношеше между разностью двухъ чисель и 

ихъ относигельной величиной, которое въ области соизмЪ; имыхъ чиселъ 
служить опредвлентемъ понятий „больше“ и „меньше“, остается при- 

мЪнимымъ и къ несоизывримымъ числамъ Велфдствие этого всё т свой- 
зтва неравенствъ, которыя основаны на этомь соотношении ($ 259), 

ыримфнимы и къ числамъ несоизмЪримымъ. Такъ: 
1) если «>В и 125. 10 «-1>8-+ 

2) если «>В и т положительное число, то ат>?т; 
3) если «>В и т отрицательное число, то от< т, и пр. 

171. ДБлен1е. Члобы показать примфнимость къ несоизы5римымъ 

зисламъ правила дфлешя, указаннаго прежде для чиселъ соизмримыхъ 
($41, мы должны предварител»но установить, что называется числомъ, 
обратнымъ носоизмБримому числу а, и указать нфкоторыя свой- 
ства, его. 

Обратное чиело. Предположимъ сначала, что несоизмримое число 
а=а/А положительно. Обозначимъ буквою а’ любое положительное 
число изъ класса, а. Тогда обратнымъ по отношен!ю къ «наз 

число, большее любого чнола вида", и меньшее зю- 

1 : 
бого числа вида а Для доказательства существовашя такого 

числа, (и притомъ единственнаго) составимъ 2 класса, соизмфримыхъ чисеть, 
слфдующимь образомъ: къ 1-му классу (обозначимь его с) отнесемъ вс 

1 
отрицательныя числа, число 0 и всё положительныя числа. вида д’ 

ко 2-му классу (обозначныъ его () отнесемъ всЪ числа вида, г. Классы 

эти, включая въ себЪ всв отрицательныя соизмфримыя числа и число 0; 

содержать также и вс положительныя соизмёримыя числа. ДЪйстви- 

тельно, какое бы положительное соизыфримое число Ё мы ви взяли, его 

всегда можно представить подъ видомъ =, тТдВ 2 есть нзкоторое со- 
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взывримое положительное число Это число а, коночно, должно быть либо 
меньше <, либо больше а. Въ первомъ случав число # должно быть однимъ 

изь чисель вида и, слБд., должно относиться ко 2-му классу; во вто- 

1 
ромъ олучаф чиодо # будоть одвимъ изъ чиоель вида —. и потому должно 

относиться къ 1-му классу Итакъ, классы си С выфщають въ себВ вов 

соизиБримыя числа. Кром того, они обладалогь слъдующими 2 свойствами: 
1) каждое число 1-го класса меньше каждаго числа 2-го класса, (такъ какъ 
каждое А больше казжлаго а’); %) изъ чизелъ 1-го класса, нЪтЪ наи(ольшаго 
(такъ какъ изъ чисель А нЪгь наименымаго), изъ чисолъ 2-го класса нЪть 
наименьшаго (такъ какъ изъ чисель а’ ифгь напбольшаго). Велфдетие 

Этого классы с иС образуютъ офчезме с/С, представляющее собою нЪкоторое 
несоизмфримое число <’, большее каждахо числа изь класса с и меньшее 

1 
каждаго числа, изъ класса С и, сяБд, Сольшее каждаго числа, вида я" 

1 

а 
меньшее каждахо числа вида Это и есть то число, которое мы на- 

звали обратнымъ числу а, 

сли «<0, го обратпое число получитсл если возьмемъ число, обратное 

абсолютной величинв о, и поставимъ поредъ нимъ знакъ--. 
Число 0 не имфоть себь обрагнаго числа. 

Свойства обратнаго числа. 1° Если а’ есть число, 
обратное а, то и « есть число, обратное а". 

Дьйствилельно, если а>0, то а’ есть число, ббльшее каждаго числа 

1 1. й / 
вида д и меньшее каждато чиела вида -.; } тогда чиело а”, обралное а’, 

ы 1 
должно быть числомьъ, ббльшимъ каждаго числа вида 1 : т а’ и меньшимь 

1 
каждаго числа в ‘да 1:-— =А; значить, о Это равенство не нару- 

А 
шится и тогда, когда, «<0, потому что тогда и х”<0, а абсолютныя вели- 

чипы этихъ чисолъ одинаковы. 

2’. Произведен1е двухъ чиселъ, обратныхьъ другъ 
другу, равно 1. 

Даиствительно, осли «>0, то и &’>0, и тогда произведеше аа’ есть 
и’ х 

число, большее воякаго числа, вида а’. -р = /- и меньшее всякаго числа 

пад . Числа перваго вида — это вс положилельныя соизмБри- 

мыя числа, меньшя 1, а числа второго вида— это всв положительныя 
соизыфримыя числа, ббльшя 1; значить, аа’==]. Это равенство не нару- 

шится и тогда, когда а<0, потому что тогда и а’<0, а произведение абео- 
дютныхь величинь огихъ чисель равно 1. 
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Изъ равопства;: о2’>=1, о опредвяению льлешя, слБдуеть: «= Злокиь 

образомъ, и для несоизмБримыхъ чиселъ остается вфрнымъ, что число, 
обратное а, равнс частному отъ дфлен!я 1 на а. 

Правило дёлев!я. Чтобы раздвлить а на В, доста- 
точно « умножить на число 8’, обратное дЪлителю. 

Вь самомъ дфлБ. а: В==2{’, полому что (а;”). В=286’, что, согласно соче- 

тательному св йству умножен!я, равно а (573) По БВ=1 иа.1==0; значить, 
частное а:8 дЬйсгвительно равно а’. 

Другое опредлен!е двлен!я. Пусть а=а/А и 8=/В будуть 
два положительныхь песоизиБримыхъ числа. Обозначимъ буквами а’ и В 
з1обыя положительныя числа соотвфгственио изъ классовъ аи 
|. 1 
Такъ какъ число В’, обралное В, больше каждаго числа вида в и меньше 

каждахго числа виза т то часгное а :В, равное, какъ мы видфаи, произве- 

денно а’, должно быль, согласно опредфленно умноженя, больше любого 

числа виа а’ = и меньше любого числа вида А. 1 = = * Поэтому мы 

можемъ опредБлить дьлеше и такъ: 

раздВлить положительныя числа а=аА на = В зна- 
читъ найти число, которое больше веякаго числа 

вида а’: В и меньше всякаго числа вида 4:5. 
й т 

18. Извлечен!е корня. Для доказательства существовашя У 
при всякомъ положительномъ числ А (несоизмфримомъ или соизмфримомъ) 
ив продставляющемь собою точной т-ой степеви никакого соизмримаго 
числа, мы можемъ, съ точки зрышя теорш сфченй, разсуждать такъ. 

Разобьемъ область соизмфримыхъ чиселъ на таше 2 класса: въ |-му классу 
(обозначимъ его с) отнесемъ вс огрицательшыя числа, число 0 и 18 по- 

ложительныя, тая степень которыхъ меньше А. ко 2-му классу (обозна- 
чимъ его С) огнесемь вов положительныя числа, т-ая стешень которыхъ 
больше А. Классы эти, выБщая въ себ всф соизмфримых числа, обладак тъ, 

очевидно, свойствомь, что каждое число 1-го ьласса, меньше каждаго числа, 
2-го класса. Поэтому они образуюгь сфчен1есС, представляющее 
собою нЬкоторое положительное чисдо 1=е/С?). Докажемъ, что т-ая сте- 
пень этого числа равна А. 

1) Можно теперь же доказать, что число это-несоизы$ римое. Для 
этого достаточно обнаружить, что въ 1-мъ классЪ не существуетъ наиболь- 
шаго числа и во 2-мъ классф не существуеть наименьшаго числа. Пусть & 
есть какое-нибудь положительное число, принадлежащее 1-му классу 
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Согласно свойству возвышешя въ степень ($ 15 этого приложен!я), вы- 

ражен!е 1” есть то единственное число, которое больше 9-ой оте- 
пени любого соизмёримаго положительнаго числа, меньшаго 1, и меньше 

т-ой степени любого соизмВримаго числа, ббльшаго 1. Но всякое соизм®- 

римое число, мен! шее 1, входитъ въ классъ в, и всякое соизмзримое число, 

большее т, входить въ классъ С: классы же эти такъ нами составлены, 
что т-ая степень любого положительнаго числа, входяшаго въ классъ с, 

меньше А, а т-ая степень любого числа, входящаго въ классъ С, больше 4. 
Значить, то единственное число, которое представаяеть собою выражение 1", 

ы 
и есть число 4. Такимъ образомъ: 1"=А и потому 1=ИА Отсюда, ко- 

нечно, слфдуеть, что 1 есть число несоизмфримое, такъ какъ, по условно, 

не существуеть никакого соизмфримаго числа, котораго т-ая слешень рав- 

нялась бы числу А. 

Замъчан!е. Намъ остается еще развить и пополнить содержане 

$ 284 „Эдементарной алгебры“, въ которомъ давалось поня\е о несоизи®- 
римыхъ показателяхь и ихъ свойсгвахъ. Эго нами сдфлано въ другой 
книг, именно въ „Началахь дифференщальнахо и интегральнаго исчи- 

слешй", издан я 3-е и сад. 

‚Тогда а">А и, слфд., разность А— а” есть число положительное Возьмемь, 
положигельное число и, удовлетворяющее одфдующему иеравенств: 

а"— 

Для этого достаточно взять я настолько большимъ, чтобы каждое слагаемое 
суммы, стоящей въ лфвой части этого неравенства, слЪлалось меньшимъ 

7 ИЕ 4 
числа —„—, что, конечно, возможно. Тогда: 

т(="— 
тат тм"? 

"= + 23 
а" 

> . 
что, согласно биному Ньютона, даеты: (+) <А. Тажимъ образомъ, ока- 

зывается, что какое бы число а въ 1-мъ классв мы ни взяли. въ этомъ 

классЪ всегда найдется еще ббльшее число. Значигь, наибольшаго числа 
въ 1-мъ классв не можеть быть Такъ же можно доказать, что наимень- 

шаго числа во 2-мъ классв не можеть быть. 
Чтобы избъжать этого громоздкаго доказательства, мы въ текст оста- 

вляемъ вопросъ о характер® числа 1 поза открытымъ. 



ПРИЛОЖЕНЕ 2. 

Предъль погрЬшиости, происходящей отъ допущешя проторщюпаль- 
ности разностей между погариомами разностямъ соотвЪтотвующихь 

чисел, 

При нахождещи 109(и--№) ($ 310} мы писали пропорцио: Д:4=%:1, 
въ которой: 

Д=109т--й) — Тодт и 4=109(т-+1) — 109 в. 

Изъ этой пропорщи мы опредфляли Д==4. Такъ какъ въ дЪйствитель- 
ности разности между логариемами ‘не вполнВ пропорцюнальны раз 
ностямъ между соотфтетвующими числами, то выведенное изъ пропорщи 
равенство есть только при лиженное. Опредфлимъ предфль погрЪшности, 
заключающейся въ этомъ раненств$; другими словами, опредзлимъ верхн 
продфлъ разности между точными величинами Д и произведеня @. 

Средотнами элементарной алгебры это выполнить очевь затруднительно; 
но вопросъ рьшается весьма просто при помощи выводимаго въ теорш 
‘рядовъ равенства: 

109 (1-5а)=М (.- — 

въ которомъ М есть модуль, служащй дая перехода отъ налуральвыхь 

логариемовъ къ десятичнымъ (онъ равенъ дроби 0,43429448...) и & — какое 

угодно число. абсолютная величина котораго не превосходить 1. Поль- 
зуясь этимъ равенствомъ, находимъ: 

Дока — Тодт то "у (. =) 
=м( в м м ) 

во — 

1 1 1 

Подобно этому получим: 

==. — узи. 1 — == 209 п 1) — Роу м (5, ит — Дт 

+... 

у ъ № в 
Ф= [бык 199 |-м ( ая де ела ) 

Изъ этихъ равенстиь находимъ: 
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Въ правой части этого равенства, внутри болыншихь скобокъ, слоить 
знакоперемЬнный рядъ, члены когораго по абсолюгной величин убывають; 

значить, рядъ этоть предсгавляеть собою нзкоторов положительное число, 
меньшее перваго члена ряда. Поэтому 

1—1) 
д-—@<и.—„— 

Такъ какъ сумма множителей й и 1—й постоянна, то наибольшая 

а 1 
величина произведешя #1 —й) равна, р при #=1— № кромф того, если 

мы разсматриваемъ числа, большия 1000, то тогда "*>10° и потому 

М 
бе. 

Подетавивъ вмьсто М указанное выше чиело, найдемъ: 

0,0542868... _0,0051286... 
4—@<— я 10 

1 5 . Тавъ какъ ао 00543..., то, значить: 

0<А—й< м стотысячной. 

Такимъ образомъ, принимая Л=@, мы дёлаемъ ошибку, меньшую 
т я С, 18: стотысячной доли Столь зичтожная ошибка вообще ие ока- 

зываеть вмян!я па 5-й десятичный знахъ мантиосы и позому на пее можно 
‘не обращать внамашя. 


